. SENAI
Sistema FIEB ‘ CIMATEC

PELO FUTURO DA INOVAGCAO

CENTRO UNIVERSITARIO SENAI CIMATEC

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MODELAGEM
COMPUTACIONAL E TECNOLOGIA INDUSTRIAL

Doutorado em Modelagem Computacional e Tecnologia Industrial

Tese de Doutorado

Uma nova perspectiva na solucao da equacao de
adveccao-difusao fracionaria usando o método GILTT e
derivadas conformaveis

Apresentada por: André Luiz Santos da Soledade
Orientador: Dr. Davidson Martins Moreira

Marco 2024



André Luiz Santos da Soledade

Uma nova perspectiva na solucao da equacao de
adveccgao-difusao fracionaria usando o método GILTT e

derivadas conformaveis

Tese de Doutorado apresentado ao Programa de Pos-Graduagao
em Modelagem Computacional e Tecnologia Industrial, Curso de
Doutorado em Modelagem Computacional e Tecnologia Indus-
trial do Centro Universitario SENAI CIMATEC, como requisito
parcial para a obtencao do titulo de Doutor em Modelagem

Computacional e Tecnologia Industrial.

Area de conhecimento: Interdisciplinar

Orientador: Dr. Davidson Martins Moreira
Centro Universitdirio SENAI CIMATEC

Salvador
Centro Universitario SENAI CIMATEC
2024



Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca do Centro Universitario SENAI CIMATEC

S685n

Soledade, André Luiz Santos da

Uma nova perspectiva nasolugdo daequacdo de advecgao-difusdo fracionaria usando
o método GILTT e derivadas conforméveis / André Luiz Santos da Soledade. — Salvador,
2024.

152 f. :il. color.

Orientador: Prof. Dr. Davidson Martins Moreira.

Tese (Doutorado em Modelagem Computacional e Tecnologia Industrial) —
Programa de P6s-Graduagdo, Centro Universitario SENAI CIMATEC, Salvador, 2024.

Inclui referéncias.

1. Difusdo anémala. 2. Derivada fracionaria. 3. Derivada conformavel. 4. o-GILTT.
5. Equacgdo de adveccdo-difusdo. 6. Poluigdo atmosférica. 7. Fonte de curta de duragéo.
I. Centro Universitario SENAI CIMATEC. Il. Moreira, Davidson Martins. I11. Titulo.

CDD 620.00113

NDI - 02




FELD FUTLURD DuA INONWACAD

Centro Universitario SENAI CIMATEC

Doutorado em Modelagem Computacional e Tecnologia Industrial

A Banca Examinadora, constituida pelos professores abaixo listados, leu e aprovou a
Tese de doutorado, intitulada “Uma nova perspectiva na solucao da equacao de
adveccdo-difusdo fracionaria usando o método GILTT e derivadas
conformaveis.”, apresentada no dia 14 de marco de 2024, como parte dos requisitos
necessarios para a obtencdo do Titulo de Doutor em Modelagem Computacional e

Tecnologia Industrial.

Assinado eletronicamente por:

Davidson Martins Moreira

CPF: *** 832.500-**

Data: 14/03/2024 16:01:28 -03:00- E=rzm

Orientador: Prof. Dr. Davidson Martins Moreira
SENAI CIMATEC

Assinado eletronicamente por:

Roberto Luiz Souza Monteiro

CPF: *** 881.935-**

Data: 04/04/2024 10:46:47 -03:00 ... g=mm

Membro Interno: Prof. Dr. Roberto Luiz Souza Monteiro
SENAI CIMATEC

Assinado eletronicamente por:

Fernando Luiz Pellegrini Pessoa

CPF: *** 470.585-**

Data: 14/03/2024 17:25:16 -03:00 ... gzzm

Membro Interno: Prof. Dr. Fernando Luiz Pellegrini Pessoa
SENAI CIMATEC

Assinado eletronicamente por:

Antonio Jose da Silva Neto

CPF: *** 478.197-**

Data: 15/03/2024 11:11:22 -03:00. gzym

Membro Externo: Prof. Dr. Anténio José da Silva Neto
UERJ

Assinado eletronicamente por:
Vania Gongalves de Brito dos Santos
CPF: *** 449 445-**

Data: 14/03/2024 20:57:56 -03:00 e | TR
Membro Externo: Prof.2 Dr.2 Vania Goncalves de Brito dos Santos
UNEB

Esse documento foi assinado por Davidson Martins Moreira, Fernando Luiz Pellegrini Pessoa, Vania Gongalves de Brito dos
Santos, Antonio Jose da Silva Neto e Roberto Luiz Souza Monteiro . Para validar o documento e suas assinaturas acesse
https://assinatura.senaibahia.com.br/validate/LLCML-LFZEZ-VN6LB-5RM85



Sonho que se sonha s0, ¢ apenas um sonho, mas sonho que se sonha junto é realidade!



Agradecimentos

Agradeco a Deus pela dadiva da satude e pela forca que me proporcionou para superar
as adversidades.
Expresso minha profunda gratidao ao Centro Universitario SENAI CIMATEC, ao seu
corpo docente, a direcao e & administracao, pelo apoio financeiro e pela valiosa oportuni-
dade.
Ao Prof. Dr. Davidson Martins Moreira, meu sincero agradecimento pelo suporte conti-
nuo, orientacao exemplar e incentivos fundamentais ao longo deste percurso académico.
Aos Professores Dr. Silva Neto, Dra. Vania Santos, Dr. Fernando Pellegrini e Dr.
Roberto Monteiro, expresso minha profunda gratidao pelas valiosas sugestoes e contri-
buicdes fornecidas para este trabalho. A Dra. Daniela Buske, agradeco sinceramente
por compartilhar as rotinas computacionais de seu trabalho de doutorado, as quais foram
fundamentais para o desenvolvimento deste estudo.
Agradego de coragao aos meus amados pais, Elisa Ramos dos Santos e Dermeval da So-
ledade (in memoriam), pelo dom da vida, pela dedicac¢do incansével a minha educagao e
pelos inestiméveis valores éticos que sempre cultivaram. Suas influéncias nao contribui-
ram apenas para a minha formagao, mas também moldaram o ser humano que sou hoje.
A minha querida esposa Rejane e aos meus amados filhos Luiz, Kamila e Kaio, expresso
profunda gratidao pelo amor incondicional, apoio constante e incentivo incanséavel. Vocés
sao minha fonte de inspiracao e forga.
Estendo meus agradecimentos a todos que, de maneira direta ou indireta, contribuiram

para a minha formagao académica. O meu muito obrigado a cada um de vocés.

Salvador, Brasil André Luiz Santos da Soledade
06 de Margo 2024






Resumo

A dispersao de poluentes na atmosfera é uma fonte permanente de problemas desafiadores,
sendo um deles a compreensao da difusao anémala provocada pela turbuléncia atmosfé-
rica. Essa questao demanda novos paradigmas, e é nesse contexto que surge um crescente
interesse nas equacoes diferenciais parciais fracionarias. Esse tipo de modelagem oferece
uma abordagem inovadora para compreender a complexidade da turbuléncia, preenchendo
a lacuna deixada pelas equagoes diferenciais tradicionais, as quais falham em descrever
completamente a difusao turbulenta na atmosfera. Esse avango gerou desafios adicionais
na busca por solugoes, visto que a maioria das métodos existentes é voltada para equagoes
diferenciais de ordem inteira. Nesse cenario, o presente estudo pretende explorar o po-
tencial das derivadas fracionarias na modelagem matematica da dispersao de poluentes.
Para alcancar esse objetivo, a presente tese propoe a resolucao de dois modelos distintos
da equacao de adveccao-difusao fracionaria, um para o caso bidimensional transiente e
outro para o caso bidimensional estacionédrio. Para tanto, foram combinados o método
GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Ttechnique) e a derivada conformavel.
No primeiro modelo, foram introduzidos parametros fracionarios em todos os termos da
equagao, enquanto no segundo modelo foram considerados parametros fracionérios nos
termos advectivo longitudinal e difusivos. Esse procedimento permite levar em conta o
comportamento andémalo no processo de dispersao, resultando em uma nova metodologia
denominada a-GILTT. As simulagoes foram comparadas com dados de concentragoes in-
tegradas lateralmente ao nivel do solo dos experimentos de Copenhagen e Prairie Grass.
No caso do modelo transiente, os resultados estatisticos da concentragao de poluentes no
nivel do solo mostraram pouca influéncia dos parametros fracionarios em condigoes de
baixa fracionalidade, pois o experimento de Copenhagen é considerado moderadamente
instavel. No entanto, os testes de sensibilidade com os parametros fracionédrios permitem
concluir que eles exercem uma influéncia efetiva no controle da difusao e advecgao de
poluentes na atmosfera, sugerindo dependéncia com a estabilidade atmosférica. Quanto
ao modelo estacionario, os resultados estatisticos indicam que os parametros fracionarios
tém pouca influéncia nos experimentos de Copenhagen (moderadamente instavel) com as
parametrizacoes usadas em condigoes de baixa fracionalidade. No entanto, para o experi-
mento Prairie Grass (fortemente convectivo), os resultados mostraram maior dependéncia
dos parametros fracionérios (ordem inteira: NMSE = 0,90, COR = 0,81, FAT2 = 0,63;
ordem nao inteira: NMSE = 0,56, COR = 0,89, FAT2 = 0,84), sugerindo que os paré-
metros fracionérios sao dependentes da estabilidade atmosférica e que podem ser usados,
juntamente com uma boa parametrizacado dos parametros fisicos tradicionais (perfis de
vento e coeficiente de difus@o), para melhorar o processo de dispersao de poluentes atmos-
féricos. Por fim, uma fonte de curta duracao foi adicionada ao modelo transiente. Testes
de sensibilidade demonstraram que os parametros fracionérios tém influéncia no compor-

tamento de dispersao da nuvem de poluentes para pontos situados proximos a fonte.
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Abstract

The dispersion of pollutants in the atmosphere is a perpetual source of challenging issues
due to its intrinsic physical complexity, one of which is the description of anomalous dif-
fusion caused by atmospheric turbulence. This matter calls for new paradigms, and it is
within this context that a growing interest in fractional partial differential equations arises.
Such modeling provides a fresh perspective to analyze and comprehend turbulence com-
plexity, bridging the gap left by traditional differential equations, which fail to adequately
describe turbulent diffusion in the atmosphere. This advancement brings forth new chal-
lenges in seeking solutions, as most existing approaches are based on techniques applied
to integer-order differential equations. Given this scenario, the primary objective of this
study is to explore the potential of fractional derivatives in the mathematical modeling
of atmospheric pollutant dispersion. To achieve this goal, this thesis proposes the resolu-
tion of two distinct models of the fractional advection-diffusion equation. The first model
addresses the transient two-dimensional fractional advection-diffusion equation, while the
second deals with the stationary two-dimensional fractional advection-diffusion equation.
To this end, the GILTT (Generalized Integral Laplace Transform Technique) method and
the conformable derivative are combined. In the first model, fractional parameters are
introduced in all terms of the equation, whereas in the second model, fractional para-
meters are considered in the longitudinal advective and diffusive terms. This procedure
allows for the consideration of anomalous behavior in the dispersion process, resulting
in a new methodology called a-GILTT. Simulations were compared with ground-level
integrated concentration data from the Copenhagen and Prairie Grass experiments. In
the case of the transient model, statistical results of pollutant concentration at ground
level showed little influence of fractional parameters under low fractional conditions, as
the Copenhagen experiment is considered moderately unstable. However, sensitivity tests
with fractional parameters allow the conclusion that they exert an effective influence on
controlling pollutant diffusion and advection in the atmosphere, suggesting dependence
on atmospheric stability. Regarding the stationary model, statistical results indicate that
fractional parameters have little influence in the Copenhagen experiments (moderately
unstable) with the parameterizations used under low fractional conditions. However, for
the Prairie Grass experiment (strongly convective), results showed greater dependence on
fractional parameters (integer order: NMSE = 0.90, COR = 0.81, FAT2 = 0.63; non-
integer order: NMSE = 0.56, COR = 0.89, FAT2 = 0.84), suggesting that fractional
parameters are dependent on atmospheric stability and can be used, along with good
parameterization of traditional physical parameters (wind profiles and diffusion coeffici-
ents), to improve the atmospheric pollutant dispersion process. Lastly, a short-duration
source was added to the transient model. Sensitivity tests demonstrated that fractional

parameters influence the pollutant dispersion behavior for points located near the source.




Keywords: anomalous diffusion; fractional derivative; conformable derivative; a-GILTT;

advection-diffusion equation; atmospheric pollution; short-duration source.
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Introducao

Nos ultimos anos, a difusao anémala tem sido objeto de estudo de diversos pesquisadores
em varias areas, como fisica, quimica, biologia e engenharia, dada sua relevancia na com-
preensao de sistemas complexos (SILVA et al., 2019; BEVILACQUA et al., 2016; ZHOKH,;
TRYPOLSKYT; STRIZHAK, 2017; JIANG et al., 2018; OLIVEIRA et al., 2019). Este
fenémeno é relevante na compreensao de uma grande variedade de sistemas, como difusao
em plasmas (BERRYMAN, 1977), difusao em fluidos turbulentos (SHLESINGER; KLAF-
TER; WEST, 1986), transporte de fluidos em meios porosos (SPOHN, 1993), difusao
em fractais (STEPHENSON, 1995), difusdo andmala em superficies liquidas (BYCHUK;
O’SHAUGHNESSY, 1995), estudo da energia vibracional em proteinas (YU; LEITNER,
2003), entre outros sistemas fisicos (VAYTET et al., 2018; GOMES et al., 2018; REIS;
BOLSTER; VOLLER, 2018; GUN; KAIKAI; RUI, 2017).

Neste contexto, uma das aplica¢oes mais relevantes da difusao anémala é na descricao da
difusdo turbulenta na atmosfera. Richardson (1926) foi o pioneiro na compreensao dessa
classe de fendmeno e concluiu que as variacoes do vento sao tao aleatérias em magnitude
e direcao que provavelmente nao poderiam ser descritas por meio de fungoes analiticas.
Diante disso, ele sugeriu que o campo de velocidade do vento fosse descrito por meio de
uma funcao Weierstrass, uma vez que, esse tipo de fun¢ao é continua em todos os pon-
tos, mas nao é diferencidvel em nenhum deles. Além disso, Richardson observou que a
largura das plumas de poluentes, emitidas por fontes pontuais, crescia proporcionalmente
a t? onde B > 3, o que é inconsistente com a difusdo tipica, onde tem-se 3 = 1. As-
sim, ele constatou que as equacoes diferenciais cléssicas e seu analogo hidrodinamico, as
equagoes de Navier-Stokes, nao conseguiam modelar adequadamente o fluxo irregular do
vento (WEST; BOLOGNA; GRIGOLINI, 2003). Meio século depois, Mandelbrot (1982)
estabeleceu que os campos turbulentos de velocidade sao processos estatisticos fractais,
e que o modelo de turbuléncia em cascata de vortice formulado por Kolmogorov (1991)
era, na verdade, um fractal dindmico, de forma que a turbuléncia nao possui uma escala
caracteristica de tempo ou espago (WEST, 2014).

No ambito da modelagem da poluicao do ar, existem diversos estudos na literatura os
quais buscam aprimorar a compreensao da difusao anémala. A razao disso é que os mo-
delos classicos, que se baseiam na solu¢ao da equagao de advecgao-difusao, nao conseguem
descrever de maneira adequada a dinamica da difusao anémala provocada pela turbulén-
cia. Tal limitagao decorre do fato de que os parametros do sistema geralmente crescem de
maneira mais rapida do que as solugoes obtidas por esses modelos, implicando na necessi-
dade de se adotar novas abordagens (WEST, 2014). Uma possibilidade para lidar com esse
problema é modificar os modelos Eulerianos por meio da introducao de uma dependéncia
temporal ou espacial adequada em seus coeficientes de difusao e perfis médios de veloci-
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dade (VENKATRAM, 2015). No entanto, essas fun¢oes sdo normalmente escolhidas para
ajustar dados experimentais ou obtidas a partir da teoria da difusao estatistica de Tay-
lor (1922). Neste sentido, a modelagem convencional tem se mostrado insuficiente para
descrever a complexidade inerente a esse fendmeno, embora tenha servido de base para
a resolucao de muitos problemas nas ciéncias fisicas, sociais e da engenharia nas tltimas
décadas. Assim, compreender a complexidade como uma classe estendida de problemas
com propriedades comuns, requer uma nova forma de modelagem e, consequentemente,
formas inovadoras de pensamento (WEST; BOLOGNA; GRIGOLINI, 2003).

Neste contexto, estudos realizados nas tltimas décadas indicam que o calculo fracionario
é a teoria matemaética mais apropriada para abordar a complexidade da difusao anoémala,
conforme descrito em Metzler & Klafter (2000), Rossato et al. (2007), Zhokh, Trypolskyi
& Strizhak (2017), Evangelista & Lenzi (2018). Na literatura, existem diversas formula-
¢oes para as derivadas de ordem fracionaria, cada uma com suas vantagens e desvantagens,
utilizadas em diferentes situagoes, dependendo da aplicagao (TEODORO; MACHADO;
CAPELAS DE OLIVEIRA, 2019). As formulag¢oes mais relevantes e amplamente estuda-
das sao as de Riemann-Liouville, Caputo e Grunwald-Letnikov, principalmente devido aos
seus comportamentos nao-locais, que sao responsaveis pelos efeitos de memoria (CHEN;
SUN; LI, 2022).

Embora as derivadas de ordem fracionaria sejam operadores lineares, elas nao possuem
as mesmas propriedades das derivadas de ordem inteira, como a regra do produto, regra
do quociente e regra da cadeia. A auséncia dessas propriedades torna a manipulagao
matemaética dos modelos mais desafiadora, muitas vezes requerendo o uso de métodos nu-
méricos mais complexos. Em busca de alternativas, nos ultimos anos, varias formulacoes
da derivada de ordem fracionaria foram propostas. Khalil et al. (2014) introduziram uma
nova definicao de derivada fracionaria chamada derivada conforméavel, a qual possui um
carater local. Essa definicao difere das defini¢oes tradicionais, preservando as proprie-
dades operacionais da derivada de Newton (BABAKHANI; DAFTARDAR-GEJJI, 2002;
CHEN; YAN; ZHANG, 2010; ATANGANA, 2015), o que a torna uma alternativa inte-
ressante para a manipulagao de equagoes diferenciais fracionarias.

Devido ao compartilhamento de varias propriedades operacionais com a derivada usual,
as derivadas conformaveis tém sido aplicadas em varias areas da ciéncia, como mecéanica
newtoniana (CHUNG, 2015), mecanica quantica (ANDERSON; ULNESS, 2015), trans-
porte difusivo (IYIOLA et al., 2017; AVCI; EROGLU; OZDEMIR, 2017; ZHOU; YANG;
ZHANG, 2018) e processos estocasticos (CENESIZ; KURT; NANE, 2017). No entanto,
¢ importante mencionar que ha uma discussao na comunidade cientifica questionando
se a derivada conformével é uma derivada fracionaria. Isso ocorre porque a derivada
conforméavel transforma uma derivada de ordem fracionéria em uma derivada de ordem
inteira, o que resulta na perda do carater nao-local introduzido pelas derivadas fraciona-
rias tradicionais, como as derivadas de Caputo e Riemann-Liouville (TARASOV, 2018;
ABDELHAKIM; MACHADO, 2019; ABDELHAKIM, 2019; ANDERSON; CAMRUD;
ULNESS, 2018). Contudo, em problemas de dispersao de poluentes, é possivel compen-
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sar o efeito de memoria utilizando coeficientes de difusao que levam em consideracao a
distancia da fonte (MOREIRA et al., 2005). Além disso, as derivadas conforméveis tém
a vantagem de introduzir os parametros fracionarios na solu¢ao do problema, além de
obedecer as regras do calculo tradicional.

A literatura mostra uma variedade de artigos que tratam da solugao da equagao de
advecgao-difusao classica de ordem inteira aplicados em problemas de dispersao de poluen-
tes atmosféricos (MOREIRA et al., 2005; MOREIRA; FERREIRA NETO; CARVALHO,
2005; MOREIRA et al., 2005; MOREIRA et al., 2009; MOREIRA et al., 2014; SHARAN;
MODANTI, 2006; GUERRERO et al., 2012; PIMENTEL et al., 2014; ALBANI; ALBANT;
SILVA NETO, 2020; ALBANT et al., 2021; ALBANI et al., 2022; ALBANI et al., 2023).
Contudo, nos ultimos anos, as derivadas fracionarias tém sido utilizadas para aplicagoes
praticas na modelagem da poluigao do ar (MOREIRA; MORET, 2018; ACIOLI; XAVIER,;
MOREIRA, 2019; MOREIRA; SANTOS, 2019; XAVIER; NASCIMENTO; MOREIRA,
2019; MOREIRA et al., 2019; PALMEIRA; XAVIER; MOREIRA, 2020; SOLEDADE;
MOREIRA, 2022).

Neste trabalho, propoe-se um avanco significativo ao introduzir parametros fracionarios
nos termos transiente, difusivo e advectivo da equagao de dispersao de poluentes. Essa
abordagem, em conjunto com as derivadas conforméaveis, leva em consideragao o compor-
tamento andémalo do problema, resultando em uma nova metodologia chamada método
a-GILTT. Essa metodologia utiliza uma solugao em séries e permite a utilizagao de coefi-
cientes de difusao e velocidade do vento que dependem da coordenada espacial z, levando
em consideragao a falta de homogeneidade da turbuléncia na direcao vertical. Essa meto-
dologia combina os métodos GILTT (WORTMANN et al., 2005; MOREIRA et al., 2005;
MOREIRA et al., 2006; MOREIRA et al., 2009; BUSKE et al., 2007a; BUSKE et al.,
2007b; TIRABASSI et al., 2008; BUSKE DANIELA et al., 2017) com o conceito de deri-
vadas conforméveis (KHALIL et al., 2014).

Para alcangar o objetivo proposto, esta tese apresenta 3 solugoes inovadoras para dife-
rentes variagoes das equacoes de advecgao-difusao bidimensionais fracionarias. Primeira-
mente, é apresentada a solucao analitica para a equacao estacionaria de advecgao-difusao
fracionaria, na qual sao considerados termos fracionarios distintos em todas as deriva-
das. Em seguida, é obtida a solugao semianalitica para a equagao de advecgao-difusao
transiente fracionaria, levando em conta parametros fracionarios no termo transiente e
difusivo. Por fim, é proposta uma solucao semianalitica para a equagao transiente de
advecgao-difusao, incorporando termos fracionarios em todas as derivadas e introduzindo

uma condicao de fonte de curta duracao.

1.1 Hipédtese da pesquisa

A insercao de derivadas conforméveis nos termos transientes, difusivo e advectivo da equa-

¢ao de advecgao-difusao proporciona uma descricao mais precisa e realistica da evolucao
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temporal e espacial da difusao anémala.

1.2 Objetivo geral

e Aprimorar a descricao do processo de difusao andémala em ambientes turbulen-
tos através da insercao de derivadas conforméveis na equacao de advecgao-difusao,

solucionando-a em cendrios tanto estacionarios quanto transientes.

1.2.1 Objetivos especificos

e Elaborar novos modelos a partir da equacao de advecgao-difusao cléssica, introdu-

zindo parametros fracionarios distintos em todas as suas derivadas;

e Formular métodos analiticos e semi-analiticos para obter a solucao da equacao de
advecgao-difusao fracionaria, utilizando o método GILTT (Generalized Integral La-
place Transform Technique) e as derivadas conformaveis;

e Investigar e avaliar a contribuigao das derivadas conformaveis na descricao do pro-

cesso de difusao andmala, considerando seus efeitos nao lineares;

e Avaliar a contribuicao de coeficientes de difusao verticais e perfis de vento depen-
dentes da variavel espacial z na solucao da equacao de adveccao-difusao fracionaria,

considerando a falta de homogeneidade da turbuléncia na direcao desta coordenada;

e Determinar a escala de comprimento mais adequada para os parametros de correcao
da dimensao, visando otimizar a representacao da difusao anémala e obter uma

melhor concordancia entre os resultados simulados e experimentais;

e Validar os resultados obtidos a partir dos modelos propostos , comparando-os com

dados experimentais disponiveis na literatura, a fim de avaliar a sua precisao e

confiabilidade;

1.3 Metodologia

No presente estudo a estrutura matematica da equacao de adveccao-difusao foi modifi-
cada, introduzindo-se parametros fracionarios nos termos transiente, difusivo e advectivo.
Em seguida, os termos derivativos de ordem fracionaria sao substituidos por derivadas

conformaéveis, ajustando-se a equacao conforme necessario.
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Posteriormente, é aplicada a técnica conhecida como GILTT (Generalized Integral La-
place Transform Technique). Nesse método, a concentragao de poluente é expandida em
séries associadas as autofungoes obtidas a partir do problema auxiliar de Sturm-Liouville.
Em seguida, essa expansao é substituida na equagao de advecgao-difusao, resultando em
um sistema de equagoes diferenciais. Finalmente, para resolver esse sistema de equagoes,
a transformada de Laplace e o processo de diagonalizacao sao aplicados. No caso das
equacgoes de advecgao-difusao transientes é necessaria a aplicacao de um método de inver-
sao numérica. Nesse trabalho foram aplicados os métodos Fized Talbolt e da quadratura
Gaussiana. Essa abordagem permite a obtencao de solugao analitica ou semi-analitica
para a concentracao de poluente ao longo do tempo e do espago, levando em conta os
parametros fracionarios introduzidos.

As etapas descritas nesta secao serao detalhadas ao longo deste trabalho.

Este documento apresenta 10 capitulos e esté estruturado da seguinte forma:

e Capitulo 1 - Introducao: Fornece a motivacao e os objetivos do trabalho.

e Capitulo 2 - Revisao Bibliografica: Apresenta uma revisao bibliografica do

trabalho realizado na area do tema abordado.

e Capitulo 3 - Camada Limite Planetaria (CLP): Expoe uma breve revisao da

camada limite planetaria (CLP).

e Capitulo 4 - Processos Difusivos Usuais e Andmalos: Esta secao apresenta
um breve histoérico da descoberta da difusao e os conceitos associados a ela, além de

fornecer uma definicao da difusao anémala e destacar suas principais caracteristicas.

e Capitulo 5 - Calculo Fracionario: Esta secao aborda de forma sucinta a histéria
do célculo fracionario, desde seu surgimento até os dias atuais, além de abordar as
defini¢oes classicas das derivadas fracionéarias nao locais e suas propriedades mais

importantes.

e Capitulo 6 - Calculo Diferencial e Integral Conforméavel: Neste topico, é
fornecida a defini¢cao da derivada conformével, segundo Khalil, juntamente com suas

principais propriedades e as vantagens em relacao as derivadas nao locais.

e Capitulo 7 - Solugoes da Equagao de advecgao-difusao Conformavel: Nesta
secao, serao apresentadas duas abordagens diferentes para a resolucao da equacgao
de advecgao-difusao fracionaria bidimensional. Sendo uma trasiente e a outra esta-

clonaria.

e Capitulo 8 - Validacao dos Modelos: Esta secao apresenta os dados experimen-
tais que servirao de base para a validacao dos dados gerados pelas simulagoes dos
modelos.
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e Capitulo 9 - Resultados : Nesta secao, sao apresentadas simulagoes numéricas,
comparagoes estatisticas com dados experimentais e analise da sensibilidade dos
modelos. Além disso, também é discutido o ntimero de pontos da quadratura de

Gauss e convergéncia da solugao, especificamente no caso do modelo transiente.

e Capitulo 10 - Conclusoes: Nesta secao, sao apresentados o resumo dos principais
resultados obtidos, seguido das conclusoes e interpretacoes finais obtidas do presente

estudo.
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Revisao Bibliografica

A equacao de advecgao-difusao tem uma importancia fundamental na analise de modelos
de dispersao de poluentes em diversos meios, tais como o ar, agua e solo. Na &area da
qualidade do ar, essa equacao é amplamente utilizada para calcular o campo de concen-
tracao de contaminantes na camada limite planetaria (CLP). Essa equacao ¢ fundamental

para descrever a dispersao de poluentes passivos em um meio turbulento e, de forma mais

abrangente (PASQUILL; SMITH, 1983), ¢ dada por :

oC oC oC oc 0 oC 0 oC 0 oC

e + ug + va—y + W =5 <Kz%> + ay (Kya—y> + EP (Kz§> + 5%, (2.1)
onde t representa o tempo; z, y e z s@o as coordenadas espaciais (m); C' é concentragao
média do contaminante passivo (g/m?); u, v e w sdo os componentes do vento médio nas
diregbes das coordenadas espaciais (m/s); S* é termo fonte e K, K, e K, sdo os coefici-
entes de difusdo turbulentos longitudinal, lateral e vertical (m?/s), respectivamente.
Embora a Eq. (2.1) ainda n@o tenha uma solugdo exata que inclua todos os seus para-
metros, varios estudos ao longo das décadas apresentaram solugoes restritivas, utilizando
algumas condic¢oes de contorno e expressoes simples para a velocidade do vento e os coe-
ficientes de difusao K como fungoes da altura z.
A primeira solugao proposta para essa equacao foi obtida por Fick no século XIX, usando
o método Gaussiano (EVANGELISTA; LENZI, 2018). Nesta abordagem, o coeficiente de
difusao e a velocidade do vento sao considerados constantes com a altura, e as condic¢oes
de contorno para o fluxo de poluentes foram consideradas nulas para o limite inferior
e superior da CLP, sendo essas condi¢oes comuns em solugoes analiticas da equagao de
advecgao-difusao.
Desde entao, avangos significativos tém ocorrido na solucao da equacao de advecgao-
difusao ao longo dos anos. Com o surgimento dos computadores e o desenvolvimento da
computacao algébrica no século XX, surgiram varias solu¢oes numéricas e semi-analiticas.
Dentre as solu¢oes numéricas, destacam-se trabalhos como os de Brebbia & Brebbia
(1983), Chock, Sun & Winkler (1996), Sharan, Kansa & Gupta (1997), Zienkiewicz,
Taylor & Zhu (2000), Huebner et al. (2001), Rizza et al. (2003), Dang & Ehrhardt (2006),
Ahmed (2012), Askari & Adibi (2017), entre outros. Por outro lado, os métodos semiana-
liticos sao representados pelos trabalhos de Parlange (1971), Dyke (1964), Henry, Wang
& Gebhart (1991), Cotta (1993), Cotta & Mikhailov (1997), Degrazia, Moreira & Vilhena
(2001), Grisogono & Oerlemans (2001), Mangia et al. (2002), Moreira et al. (2005), Mo-
reira et al. (2005), Moreira et al. (2005), Leite & Moreira (2016), Nascimento et al. (2018),
entre outros.

Destaca-se, dentre os modelos semi-analiticos mencionados, a técnica GITT (Generalized
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Integral Transform Technique) proposta por Cotta (1993) e Cotta & Mikhailov (1997).
Essa técnica é uma derivagao da Transformada Integral Classica, descrita por Mikhai-
lov & Ozisik (1984), e utilizada para solucionar Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs)
em problemas lineares de difusao. A GITT é baseada em uma transformacgao integral.
Nesta transformacao, a func¢ao que representa a concentracao de poluentes é expandida
em uma série composta por autofuncoes. Estas autofungoes provém da equacgao auxi-
liar, que é obtida a partir do problema de Sturm-Liouville, e sao selecionadas de acordo
com as condigoes de contorno do problema original. Apds a expansao, integra-se na di-
mensao em que o problema foi expandido, aplicando-se a propriedade da ortogonalidade
das autofungoes da base utilizada. Este procedimento conduz a um sistema de equacoes
diferenciais que pode ser resolvido numericamente por meio de pacotes de sub-rotinas
numeéricas. Finalmente, emprega-se a transformagao integral inversa a solugao obtida no
espago transformado para recuperar a solu¢ao no espacgo original. A GITT gera apenas
uma aproximacao por meio do truncamento do somatoério infinito em sua féormula inversa,
que é resultado da equacao governante do problema original. Esse processo possibilita o
controle automatico do erro em fun¢ao da ordem de truncamento desse somatorio.

H& ainda, uma variedade de modelos operacionais de qualidade do ar que incorporam
solugbes semianaliticas, ¢ o caso do modelo MSRED (Model for Simulating Rocket Ef-
fluent Dispersion) (NASCIMENTO; MOREIRA; ALBUQUERQUE, 2017). Esse modelo
¢ baseado no método ADMM (Advection Diffusion Multilayer Method), projetado para
simular a formacao, elevagao, expansao, estabilizacao e dispersao de nuvens de escape
de foguete para avaliagao de curto alcance. O MSRED foi concebido para ler os dados
oriundos do modelo meteorologico WRF ( Weather Research and Forecasting) e para pre-
parar o campo de concentragao de poluentes para modelagem de longo alcance através
do modelo CMAQ (Community Quality Multiscale Air Quality). Além disso, Nascimento
et al. (2018) aplicaram este sistema de modelagem para simular a dispersao dos conta-
minantes emitidos durante a explosao do foguete Falcon 9 na Estacao da Forga Aérea de
Cabo Canaveral em 1 de setembro de 2016.

Embora as simulagoes computacionais sejam frequentemente utilizadas na simulacao de
processos atmosféricos, elas tém limitagoes em relagao ao custo computacional, exigindo,
muitas vezes, o uso de supercomputadores. Por outro lado, as solugoes analiticas ou
semi-analiticas podem representar esses processos com alta precisao e a um custo com-
putacional relativamente baixo. Além disso, as solucoes analiticas sao capazes de repre-
sentar explicitamente a influéncia dos parametros relacionados ao processo de dispersao
dos contaminantes (CARVALHO; MOREIRA, 2007). Ademais, estudar e aprimorar es-
sas solugoes ¢é essencial para desenvolver, validar, calibrar e aprimorar modelos numéricos.
Uma extensa literatura esta disponivel sobre as solugoes analiticas da equagao de advecgao-
difusao de ordem inteira. Dentre os trabalhos mais relevantes, destacam-se as contribui-
¢oes de Smith (1957), Scriven & Fisher (1975), Yeh & Huang (1975), Beryand (1976),
Demuth (1978), Ulden (1978), Huang (1979), Nieuwstadt (1980), Tirabassi, Tagliazucca
& Zannetti (1986), Tirabassi (1989), Ulden (1992), Chrysikopoulos, Hildemann & Roberts
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(1992), Sharan et al. (1996), Huang (1999), Tirabassi (2003) e Sharan & Gopalakrishnan
(2003), entre outros.

Em 2000, Wortmann, Moura & Vilhena (2000) propuseram um aprimoramento na técnica
GITT, que permitiu obter a resolugao analitica da equacao de advecgao-difusao unidi-
mensional com coeficiente de difusao variavel. A nova técnica, chamada GILTT, é uma
extensao da GITT que utiliza a transformada de Laplace e o processo de diagonalizagao
para resolver o sistema de equacgoes diferenciais ordinérias geradas pela GITT. Uma das
principais vantagens do método GILTT é a significativa reducao do custo computacional
em comparacao a técnica anterior, visto que é um método totalmente analitico.

Na literatura, é possivel encontrar uma grande quantidade de trabalhos que utilizam a
GILTT para resolver a equacao advecgao-difusao em diferentes contextos. Tirabassi et al.
obtiveram, em 2008, uma solu¢ao analitica aplicando a GILTT que descreve a deposicao
seca de contaminantes, levando em consideracao as condi¢oes de contorno relacionadas a
velocidade de deposicao. Em 2016, foi obtida pela primeira vez a solugao analitica para a
equagao de advecgao-difusao-reacao tridimensional transiente por Weymar, que combinou
o método GILTT com o método da Decomposicao de Adomian modificado. Esse estudo
considerou a dispersao de um poluente secundario formado por uma reacao fotoquimica,
além de um segundo modelo para determinar o campo de concentragao de um poluente
que sofre perdas e ganhos devido a influéncia da radiagao solar. Posteriomente, em 2017,
Buske et al. apresentaram uma solugao analitica via GILTT para a equagao adveccgao-
difusao, modelando o problema da dispersao de contaminantes em rios e canais em estado
estacionario. Esse estudo considerou tanto os modelos tridimensionais quanto os bidimen-
sionais.

A partir da segunda metade do século XX, houve um aumento expressivo nas pesquisas
voltadas ao estudo e aplicacao do calculo fracionario. Esse interesse é, em grande parte,
atribuido a sua capacidade de fornecer modelos mais precisos e sensiveis, principalmente
para certos fendmenos cuja complexidade torna a modelagem convencional inadequada,
como é o caso da difusao anémala. Embora sejam amplamente empregadas para descre-
ver uma diversidade de fenomenos, as derivadas de ordem inteira apresentam limitagoes
quando se trata de modelar processos que possuem propriedades de memoria e hereditari-
edade (RODRIGUES; OLIVEIRA, 2015). Por essa razao, o uso de derivadas fracionarias
tem se tornado cada vez mais comum, uma vez que permitem uma descri¢ao mais precisa
desses processos.

Nos tltimos anos, as derivadas fracionérias tém sido aplicadas de forma prética na mo-
delagem da poluicao do ar, como demonstrado em estudos realizados por Goulart et al.
(2017), Moreira & Moret (2018), Acioli, Xavier & Moreira (2019), Xavier, Nascimento &
Moreira (2019), Moreira & Santos (2019), Palmeira, Xavier & Moreira (2020), Soledade
& Moreira (2022).

Goulart et al. (2017) foram os primeiros a considerar o uso de derivadas fracionérias na
equacao de advecgao-difusao para resolver questoes relacionadas & dispersao de poluentes

atmosféricos. Embora inovadora, a solucao proposta nao levou em conta a falta de ho-
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mogeneidade da turbuléncia na diregao vertical, assumindo o coeficiente de difusao como
constante. Ja o trabalho de Moreira & Moret (2018) propds um método que utiliza a
GILTT modificada para resolver o problema transformado com uma derivada fracionaria
no termo advectivo. Além disso, a metodologia proposta permite aplicar uma parame-
trizacao para o perfil de vento mais realistico e também um coeficiente de difusao que
considera a falta de homogeneidade da turbuléncia na direcao vertical. Acioli, Xavier
& Moreira (2019) propuseram uma solugao utilizando os métodos de decomposigao de
Laplace (MDL) e da perturbagao de homotopia (ADOMIAN, 1994; GHORBANTI, 2009).
Adicionalmente, no trabalho de Xavier, Nascimento & Moreira (2019), a mesma metodo-
logia foi empregada, porém considerando um coeficiente de difusao vertical dependente da
distancia longitudinal da fonte com expoentes da mesma ordem da derivada fracionaria
(Koox®). Por sua vez, Moreira & Santos (2019) apresentaram uma equagao de advecgao-
difuséo fracionaria que descreve a formagao de um poluente secundario (sulfato a partir
do dioxido de enxofre) e considera os processos de remogao desse poluente da atmosfera.
A solugao desta equacao é obtida através da transformada de Laplace, considerando uma
camada limite planetéaria verticalmente nao homogénea e utilizando o método ADMM
(Advection Diffusion Multilayer Method) proposto por Moreira & Vilhena (2009). Em
2020, Palmeira, Xavier Moreira propuseram uma solucao analitica para a equacao de
advecgao-difusao fracionaria bidimensional, com um modelo evolutivo bi-fluxo, que é uma
modificagao da lei de Fick. Esse estudo também utiliza o método MDL para obter a
solucao analitica. E importante mencionar que todos esses trabalhos tém em comum o
uso da derivada fracionaria somente no termo advectivo, considerando a defini¢cao segundo
Caputo (1966). Recentemente, Soledade & Moreira (2022) resolveram analiticamente a
equacao adveccao-difusao fracionaria bidimensional, combinando o método GILTT e de-
rivadas conforméaveis. Nesta abordagem, foram considerados parametros fracionarios em
todas as derivadas (termo difusivo e advectivo). Este procedimento permitiu considerar
o comportamento anémalo no processo de difusao, resultando em uma nova metodologia
que foi denominada a-GILTT.

Esta tese abre caminho para uma analise aprofundada do processo de dispersao de poluen-
tes na atmosfera, levando em conta o comportamento anémalo observado no processo de
difusao. Ela introduz uma abordagem inovadora para a resolucao da equacao de advecgao-
difusao fracionaria, introduzindo operadores fracionarios e uma metodologia que emprega
derivadas conformaveis. O diferencial desta abordagem reside na sua capacidade de re-
solver a equagao bidimensional de adveccao-difusao em ambos os regimes, estacionario
e transiente, incorporando distintos parametros fracionarios em todas as derivadas dessa
equacao. Esta metodologia inovadora tem potencial para transformar nosso entendimento

da dispersao de poluentes na atmosférica.
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Capitulo Trés
Camada Limite Planetaria (CLP)

A atmosfera é uma camada complexa e dindmica que pode afetar a dispersao de contami-
nantes em todas as dire¢oes. Para desenvolver estratégias eficazes de prevengao e controle
da poluicao, ¢ fundamental compreender profundamente os fendémenos associados, es-
pecialmente aqueles que ocorrem na camada limite planetéaria (CLP). Neste capitulo, a
estrutura da atmosfera sera estudada, com especial atencao & CLP. Além disso, sera ava-
liada a influéncia de fatores, tais como as condigoes meteorologicas (regime dos ventos,
radiagao solar, estabilidade atmosférica, temperatura e umidade relativa) e a topografia
do terreno, na dispersao dos poluentes.

3.1 Estrutura da atmosfera

A atmosfera é a camada gasosa que envolve a Terra, sendo a sua espessura correspon-
dente a apenas 1% do raio terrestre, equivalendo a pouco mais de 60km. Ela é composta
por uma mistura de gases, como nitrogénio, oxigénio, argdnio, diéxido de carbono e ou-
tros (BARRY; CHORLEY, 2009). Além disso, é dividida em varias camadas, incluindo
a Troposfera, Estratosfera, Mesosfera e Termosfera (STULL, 2012). No entanto, neste
estudo, a atencgao sera voltada especificamente para a CLP, que é a secao mais proxima
da superficie terrestre dentro da troposfera, variando entre 100 m e 3000 m de altitude. E
nessa regiao que boa parte dos fenémenos climéaticos ocorrem e onde a turbuléncia atmos-
férica é mais intensa. Compreender a dindmica da CLP é fundamental para entender a
dispersao de poluentes na atmosfera e, consequentemente, desenvolver estratégias efetivas

de prevencao e controle da poluicao do ar.

3.2 C(Camada Limite Planetaria

A Camada Limite Planetaria é uma regiao fundamental para a compreensao da dinamica
da atmosfera terrestre, especialmente para a dispersao de poluentes e a prevencao da
poluicao do ar. A CLP é a camada no interior da troposfera mais proxima da superficie
terrestre, conforme ilustra a Figura 3.1. E nessa regido que ocorrem a maioria dos feno-

menos climaticos e onde a turbuléncia atmosférica é mais acentuada.
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Figura 3.1: Divisao da troposfera.
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Fonte: (STULL, 1988) adaptada

A CLP é diretamente influenciada pela superficie terrestre e responde aos forcantes su-
perficiais, tais como o cisalhamento do vento, os fluxos de umidade e calor, a emissao de
poluentes e os efeitos da topografia. A agao dessas forcas superficiais sobre a CLP causa
a ascensao de massas de ar provenientes do solo, motivada por um gradiente positivo de
temperatura entre a superficie e o ar. Essas massas de ar sao também referidas como
termas, turbilhoes ou vortices, e contribuem para a geragao de turbuléncia na camada li-
mite. Essa turbuléncia é composta por redemoinhos de diferentes tamanhos, sobrepostos
uns aos outros, e as intensidades relativas desses vortices de tamanhos distintos definem
o espectro da turbuléncia.

Uma das caracteristicas mais importantes da CLP ¢é a variacao de temperatura durante
o dia. Essa variagao nao ocorre estritamente devido & acao direta da radiagao solar sobre
a camada limite, mas sim devido aos processos de transporte de calor provocados pela
absorcao da radiacao solar pela superficie terrestre. O solo absorve aproximadamente 90%
da radiagao solar, experimentando variacoes térmicas em resposta a essa influéncia radi-
ante. Essas variacoes de temperatura, por sua vez, desencadeiam mudancas na camada
limite por meio de processos de transporte. Durante o dia, a superficie aquece a camada
de ar imediatamente adjacente por conducao, e esta, por convec¢ao, aquece a CLP, re-
sultando em um fluxo positivo de calor. No entanto, & noite, o solo perde calor e passa
a receber calor da atmosfera, resultando em um fluxo negativo. Assim, o contato direto
entre a CLP e o solo resulta em troca de calor e no atrito viscoso devido & superficie,
tornando o escoamento da CLP tipicamente turbulento. E possivel afirmar, portanto, que
a turbuléncia esta intimamente ligada ao fluxo vertical de calor, sendo um fator crucial
para o transporte de massa, calor e momento na CLP. Nesse sentido, a turbuléncia se
torna muito mais eficaz na dispersao de poluentes do que a simples difusao molecular.
Além da altura, outro parametro importante na CLP é o seu topo, que é definido como
o ponto onde o ar da camada limite e o da troposfera livre se encontram em proporg¢oes
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idénticas (BAARS et al., 2008). A altura da CLP pode variar entre 100 m e 3000 m,
dependendo das influéncias das forgas citadas anteriormente, que ocorrem por meio de
mecanismos de transferéncia turbulenta (STULL, 2012).

A altura de CLP é essencial para a compreensao de vérios processos na troposfera, in-
cluindo a distribuicao de aerossoéis, a atividade convectiva, a formacao de nuvens, a deter-
minacao da capacidade de dispersao de poluentes e muito mais. Por essa razao, a altura
da CLP é um importante dado de entrada para os modelos atmosféricos.

A altura da CLP depende da pressao atmosférica, de modo que em &areas de alta pres-
sao a CLP é mais estreita do que em regioes de baixa pressao, tanto sobre o continente
quanto sobre o oceano (NUNES, 2008). Isso se deve a subsidéncia do ar e ao movimento
divergente em baixos niveis, que fazem com que a altura da camada limite seja reduzida.
Em regioes de baixa pressao, é dificil estabelecer o topo da CLP, entao a base das nuvens
é frequentemente usada como referéncia. Em contrapartida, em regioes de alta pressao,
a CLP ¢ mais claramente definida, especialmente sobre o continente (STULL, 2012).
Neste sentido, a CLP possuira caracteristicas bem diferentes de acordo com o fluxo de
calor sensivel a que ela estiver exposta. Logo, é possivel classificid-la em trés tipos princi-

pais:

3.2.1 Camada Limite Convectiva (CLC)

A Camada Limite Convectiva (CLC) é caracterizada por uma forte mistura vertical, que
se origina do fluxo de calor turbulento positivo gerado pelo aquecimento da superficie ter-
restre pela radiacao solar. Esse processo de formagao comeca com o nascer do sol, quando
a radiacao solar penetra na atmosfera e aquece a superficie terrestre, gerando correntes
de ar quente que sobem por conveccao. Enquanto isso, o ar frio e denso, localizado acima,
desce, criando um movimento continuo na CLC. A CLC atinge o seu apice entre as 12
e 14 horas, momento em que sua altitude pode atingir entre 1000 e 2000 metros. Com
o por do sol, o fluxo de calor se torna negativo e a CLC cessa (ISNARD, 2004). Essa
camada é de extrema importancia para a dispersao de poluentes, pois é responsavel pela
verticalizacao e transporte de massa e energia na atmosfera.

A Camada Limite Convectiva pode ser dividida em trés subcamadas distintas. A primeira
delas é a Camada Superficial, cuja principal caracteristica é a forte interacao entre a at-
mosfera subjacente e a superficie da Terra. Esta camada é profundamente influenciada por
processos que ocorrem na superficie, tais como radiacao solar, evaporacao e rugosidade do
terreno. A segunda é a Camada de Mistura, cuja principal caracteristica é a turbuléncia
bem desenvolvida, resultante principalmente do aquecimento diferencial da superficie da
Terra pelo sol. Esse processo leva & homogeneizacao das propriedades fisicas e quimicas
do ar. E, por fim, a Camada de Entranhamento, que esta localizada no topo da camada
limite convectiva, e é caracterizada pela variacao do gradiente de temperatura de forma

que a temperatura aumenta com a altitude, em vez de diminuir. Essas subcamadas sao
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importantes para entender os processos de transporte e dispersao de poluentes na CLC,

conforme sera visto a seguir:

3.2.1.1 Camada Superficial (CS)

E o trecho da CLC que é intensamente afetada pela interacdo com o solo. Por isso, é
marcada pela influéncia de processos superficiais, como aquecimento solar, evaporacao
e arrasto decorrente das caracteristicas da superficie. Esta camada apresenta um fluxo
turbulento quase constante, com elevados gradientes de temperatura e velocidade tan-
gencial. Essa camada representa a parte mais baixa da CLP e sua profundidade pode
variar de apenas alguns metros a algumas dezenas de metros, dependendo das condigoes.
Para fins praticos, sua espessura corresponde a cerca de 10% da altura da CLP. Essa
regiao é de extrema importancia para estudos experimentais, pois é por meio dela que as
torres micrometeorolégicas coletam dados que possibilitaram a formulagao da Teoria da
Similaridade de Monin-Obukhov. Essa teoria é fundamental para a modelagem da baixa
atmosfera e a parametrizacao de propriedades de escoamento, permitindo o entendimento
do comportamento dos ventos e da temperatura na camada superficial, onde a magnitude
dos fluxos turbulentos varia em menos de 10%.
O comprimento de Obukhov é um importante parametro para a avaliacao das condi¢oes de
estabilidade atmosférica na camada superficial. Sua determinagao é realizada através da
Eq. (3.1) e permite estimar a altura em que os efeitos da turbuléncia convectiva tornam-se
mais relevantes em relacao aos efeitos da turbuléncia mecéanica. Esse parametro desem-
penha um papel importante na compreensao da dindmica da camada limite planetaria e
na modelagem de processos atmosféricos, como o transporte de massa e energia (STULL,
2012).
3

L=t (3.1)

k- (w’T')
Na Eq. (3.1), L representa o comprimento de Obukhov, k é a constante de von Karmam,
g ¢ a aceleracao da gravidade, Ty é a temperatura potencial média, u, a velocidade de
friccao na superficie e (W) o fluxo de calor sensivel turbulento na superficie.
O comprimento de Obukhov é utilizado para definir o parametro de estabilidade de Monin-
Obukhov, que é calculado por meio da equagao & = h/L, onde h representa a altura da
CLP. Ele é descrito como um "parametro de escala da camada superficial"(STULL, 2012)
e, de acordo com Panofsky (1984 apud MELLO, 2006), a CLC é considerada bem de-
senvolvida para valores de |L| compreendidos no intervalo de 10 a 100 metros. A partir
do parametro de estabilidade de Monin-Obukhov, é possivel determinar se o experimento

analisado é de convecgao fraca, moderada ou alta, conforme a Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Parametro de estabilidade de Monin-Obukhov

Experimento Parametro de Monin-Obukhov
Convecgao fraca €] <5

Convecgao moderada 5 < €] <10
Convecgao alta €] > 10

Fonte: (MELLO, 2006)

3.2.1.2 Camada de Mistura (CM):

A camada de mistura (CM) ¢ uma regiao atmosférica localizada no intervalo de 0, 1h <
z < h, abrangendo uma consideravel parte da Camada Limite Convectiva (CLC). Nessa
regiao, ocorre uma intensa mistura vertical de calor, umidade e momento, resultando em
uma turbuléncia uniforme ao longo de toda a extensao vertical, sendo pouco sensivel aos
parametros z e u,. Geralmente, a turbuléncia nessa camada é conduzida por conveccao,
embora seja possivel a formacao de uma camada quase totalmente misturada em areas
de ventos fortes. As fontes convectivas incluem a transferéncia de calor do solo aquecido
e o resfriamento radiativo do topo da camada de nuvens. Na primeira situacao, ocor-
rem térmicas de ar quente subindo do solo, enquanto na segunda, ocorrem térmicas de
ar frio descendo do topo das nuvens. Ambas podem ocorrer simultaneamente, especial-
mente quando uma CM de estratoctimulos frios esta sendo advectada sobre um solo mais
quente (STULL, 2012). Até mesmo a velocidade e diregao do vento sdo aproximadamente
constantes com z (STULL, 2012). De acordo com os modelos numéricos propostos por
Deardorff (1972), observagoes de campo realizadas por Kaimal et al. (1976) e experimen-
tos de laboratorios realizados por Willis & Deardorff (1976) concluiu-se que as medidas
mais relevantes na caracterizagdo da CM sao a altura da CLP (h) e a escala de velocidade
convectiva (w,), cujo valor é dado pela equagao:

w, = [% (w—T) h] v (3.2)

Assim, as velocidades turbulentas sao proporcionais a w,, e as medidas dos grandes turbi-
lhoes convectivos sao fungao de h. Segundo Weil & Brower (1984), valores habituais para
h e w, s@o 1000 a 2000 m e 2 m/s, respectivamente. Logo, o intervalo de tempo para o
ar circular entre a superficie e o topo da CM é da ordem de 10 a 20 minutos na maioria
dos contextos. Esse tempo, denominado escala de tempo convectiva, é obtido através da
expressao h/w,. Assim, mudancas no fluxo de calor da superficie e outras for¢antes de
superficie podem ser comunicadas ao resto da CM em um tempo relativamente curto, de

aproximadamente 15 minutos.
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3.2.1.3 Camada interfacial ou zona de entranhamento (ZE)

A camada interfacial, também conhecida como zona de entranhamento, abrange a regiao
que vai 0,8h a 1,2h. Essa camada pode ser bastante espessa devido ao processo de entra-
nhamento, e aproximadamente 40% de sua profundidade equivale & camada de mistura.

Essa regiao é caracterizada pela grande estabilidade atmosférica e por uma inversao no
perfil de temperatura em seu topo, que funciona como uma barreira para as correntes as-
cendentes e é estatica do ponto de vista da circulagao do ar. Durante o dia, a turbuléncia
nessa regiao é intermitente, dominada principalmente pelo efeito de entranhamento. A
noite, a atividade turbulenta diminui devido a falta de irradiagao solar sobre a superficie
terrestre, e a zona de entranhamento passa a ser denominada camada de inversao. De
acordo com Davis et al. (1997), a zona de entranhamento pode variar amplamente durante
o dia, o que torna dificil a medicao de suas caracteristicas e, portanto, a parametrizacao
dessa regiao em modelos de crescimento da camada limite é mais primitiva do que a pa-

rametrizagao da camada superficial.

3.2.2 Camada Limite Estavel (CLE)

A Camada Limite Estéavel (CLE) representa uma regiao especifica na atmosfera caracte-
rizada por uma estabilidade vertical acentuada. Nesse contexto, a estabilidade vertical
refere-se a condicao em que camadas de ar mais quentes estao situadas acima de camadas
mais frias, inibindo, assim, a ascensao vertical do ar. Um dos indicadores frequentemente
observados na CLE é a presenca de inversoes térmicas, onde a temperatura do ar aumenta
com a altitude em vez de diminuir.

Essa estabilidade na CLE resulta em limitacoes na mistura vertical de ar, ou seja, a ca-
pacidade de diferentes camadas de ar se misturarem verticalmente é restrita. Isso tem
implicagoes significativas na dispersao de poluentes atmosféricos, uma vez que a mistura
vertical limitada pode levar a acumulagao de poluentes proximos a superficie (STULL,
2012). A emiss@o de fumaga na atmosfera estéavel se espalha horizontalmente com pouca
dispersao vertical, exceto por oscilagoes semelhantes a ondas, conforme ilustra a Figura
3.2.

Durante a noite, a CLE é frequentemente mais evidente, especialmente quando a super-
ficie da Terra perde calor para o espaco, resfriando a camada de ar proxima a superficie.
Esse resfriamento noturno pode contribuir para a formacao de inversoes térmicas e, con-

sequentemente, para a estabilizagao da atmosfera.
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3.2.3 Camada Residual (CR)

A camada residual (CR) é uma camada de ar que se forma cerca de meia hora antes do por
do sol, quando as térmicas deixam de se formar e a turbuléncia da camada mista decai.
Essa camada é chamada de residual porque suas varidveis médias e de concentracao sao
as mesmas da camada mista que decaiu recentemente. A CR é neutramente estratificada,
resultando em turbuléncia quase igual em todas as dire¢oes. Durante a noite, as emissoes
de fumaga na CR tendem a se dispersar em taxas iguais na vertical e horizontal, criando

uma pluma em forma de cone, conforme ilustra a Figura 3.2. Poluentes nao passivos

aproxi nadamente neutra

fracamente estavel e

fortemente estavel

Figura 3.2: Comportamento de uma pluma dispersada na CR e outra na CLE
Fonte: (STULL, 1988) adaptado

podem reagir com outros componentes durante a noite para criar compostos que nao
foram originalmente emitidos do solo. As vezes, produtos quimicos gasosos podem reagir
para formar aerossois ou particulados que podem precipitar. A CR geralmente existe
por um tempo pela manha antes de ser misturada na nova camada mista. Durante esse
tempo, a radiagao solar pode desencadear reagoes fotoquimicas entre os constituintes na
CR. A CR nao tem contato direto com o solo e é afetada pela espessura da camada
noturna estavel que se forma abaixo dela. Como resultado, a camada residual nao ¢é
afetada pelo transporte turbulento de propriedades relacionadas & superficie e nao se
enquadra na definicao de uma camada limite. Variaveis como a temperatura potencial

virtual diminuem lentamente durante a noite na CR.

3.2.4 Camada Noturna (CN)

A Camada Noturna (CN), também chamada de Camada Limite Estavel, ¢ uma subca-
mada da atmosfera que se forma predominantemente durante a noite ou em situacoes de
resfriamento radiativo. Isso acontece devido a troca de calor entre a Camada Residual e o
solo. A superficie terrestre tem um calor especifico baixo, o que faz com que ela se resfrie

rapidamente, tornando-se mais fria do que a atmosfera adjacente. Assim, em noites de céu
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limpo e com ventos fracos, a por¢ao inferior da recém-formada Camada Residual ¢ alte-
rada pelo contato com o solo (experienciando um fluxo de calor negativo), convertendo-se
progressivamente na Camada Noturna. Segundo Stull (2012), a CN é caracterizada por
um ar estaticamente estavel com turbuléncia mais fraca. Assim, a turbuléncia ocorre
as vezes em rajadas relativamente curtas que podem causar mistura na CN. Segundo,
Panofsky (1984), a turbuléncia existente nessa camada ¢ essencialmente mecénica e sua
existéncia se deve ao calor nao suprimido pelo fluxo negativo. Durante os periodos nao
turbulentos, o fluxo torna-se essencialmente desacoplado da superficie. Um valor habitual
para a espessura (z) da CN é de 100m.

3.3 Evolugao temporal da Camada Limite planetaria

Segundo Stull (2012), a camada limite sofre uma evolugao diurna distintamente estrutu-
rada quando influenciada por um sistema de alta pressao, como pode ser visto na Figura
3.3. Cerca de meia hora apés o nascer do sol, a superficie terrestre comeca a aquecer,
dando inicio & formacao da Camada de Mistura (CM). A CM é caracterizada por uma
intensa mistura em sua parte interna, indicando a presenca de turbuléncia gerada pela
convecgao, que por sua vez transporta calor e umidade da superficie para a atmosfera.
Acima da CM, ¢ formada uma camada estével chamada de zona de entranhamento (ZE),
a qual age como uma cobertura para correntes ascendentes, restringindo, portanto, a tur-
buléncia dominante. Essa camada atua como uma interface entre a atmosfera livre e a
CLP e geralmente nao ultrapassa 2,0 km. Ao longo do dia, a CM sofre um aumento
de profundidade, atingindo o seu pico as 15 horas. Além disso, é possivel observar, logo
abaixo da CM, uma camada continua sobre a superficie terrestre, conhecida como camada
superficial (CS), que permanece durante toda a evoluc¢ao temporal da CLP.

Ap6s meia hora do por do sol, inicia-se a formagao da camada Residual (CR), que se ca-
racteriza pela diminuicao do fluxo de calor da superficie e pela diminuicao da conveccao.
Durante a noite, a parte inferior da CR transforma-se na camada Noturna (CN). A CR

permanece durante a manha até ser incorporada em uma nova camada de mistura (CM).

Durante a noite, a Camada Limite Planetéaria (CLP) ¢ limitada verticalmente pela camada
de inversao (CI), que age como interface entre a atmosfera livre e a CLP. Nessa regiao, a
mistura nao é intensa e a turbuléncia diminui com a altura devido & alta estabilidade. Em
noites de céu claro, a camada de inversao pode atingir uma altura média de 300 metros.
Em condigoes atmosféricas estaveis, essa camada impede a saida de poluentes da CLP.

Com o nascer do sol e o aquecimento da superficie terrestre, a temperatura do ar pro-

ximo ao solo aumenta e o processo descrito se repete, dia apoés dia, enquanto o tempo

permanecer bom (WALLACE; HOBBS, 2006).
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Figura 3.3: Evolugao temporal da CLP.

Z{m) Atmosfera Livre

Zona de
2000 entranhamento

Camada de inversdo
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0 I T T T
meio-dia anoitecer meia-noite  amanhecer meio-dia

Fonte: (STULL, 1988) adaptado

3.4 ‘Turbuléncia

A turbuléncia é um fenémeno de instabilidade fluido-dindmica que se caracteriza pela
ocorréncia de flutuagoes caoticas e irregulares nas propriedades do escoamento. Kssas
flutuacoes podem afetar a velocidade, pressao e densidade do fluido, e podem resultar em
mistura, transporte de massa e transferéncia de calor (TENNEKES et al., 1972). Esses
movimentos podem ocorrer em diferentes escalas de tempo e espacgo, desde pequenas tur-
buléncias no interior de um tubo até grandes turbuléncias atmosféricas em escala global.
Os estudos sobre turbuléncia tiveram inicio no final do século XIX, em 1883, com o fisico
e engenheiro britanico Osborne Reynolds. Ele conduziu um importante experimento com
o intuito de investigar os diferentes regimes de escoamento no interior de tubos, visando
compreender as transi¢oes que ocorrem entre os fluxos laminar e turbulento. Para sua pes-
quisa, Reynolds utilizou um tubo de vidro transparente de se¢ao reta uniforme conectado
a um reservatorio contendo agua. Para visualizar o escoamento no seu interior, um fluido
colorido foi injetado na entrada do tubo. Em seguida, Reynolds variou o fluxo de agua (e,
portanto, a velocidade do escoamento) ajustando a altura do reservatorio ou usando uma
valvula. Através desse procedimento, ele conseguiu obter diferentes velocidades de escoa-
mento no tubo, permitindo que o padrao de escoamento fosse facilmente observado. Com
as alteragoes na velocidade do fluido, oscilagoes surgiam, causando a completa mistura
do corante com a agua. Este movimento que provoca a mistura, chamado turbuléncia, é
responséavel pela transferéncia de quantidade de movimento e de massa na diregao trans-

versal do escoamento. O experimento permitiu que Reynolds identificasse dois padroes
distintos de escoamento: laminar e turbulento (MOLLER; SILVESTRINI, 2004).
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O escoamento laminar é caracterizado por um fluxo suave e regular, no qual as particulas
do fluido se movem em camadas paralelas sem se misturar, seguindo um padrao bem
definido e previsivel. Esse tipo de fluxo ocorre em sistemas com baixa velocidade e/ou
viscosidade do fluido, onde a forga viscosa dominante evita a formagao de turbuléncia.
Por outro lado, o escoamento turbulento é caracterizado por um fluxo caético e irregular,
em que as particulas do fluido se misturam e se deslocam em diversas dire¢oes, formando
vortices e redemoinhos. Esse tipo de fluxo ocorre em sistemas com alta velocidade e/ou
viscosidade do fluido, onde a forca inercial domina a forca viscosa, levando & formacao
de turbuléncia. O ntimero de Reynolds (R.) é um parametro adimensional usado na me-
canica dos fluidos para determinar a transicao entre os regimes de escoamento laminar
e turbulento, levando em consideragao o diametro do tubo (D7), a viscosidade dindmica
(1), a massa especifica do fluido (p) e a velocidade do fluido (V). Ele é obtido através da

formulas

i

A Tabela 3.2 apresenta os regimes de escoamento em um tubo cilindrico para diferentes

R, (3.3)

valores do ntimero de Reynolds, para a maioria das condi¢oes praticas.

Tabela 3.2: Regime de escoamento de Reynolds em dutos cilindricos

Regime de escoamento | Nimero de Reynolds
Laminar Re < 2300
Transicao 2300 < Re < 4000
Turbulento R. > 4000

Fonte: (CENGEL; CIMBALA, 2015)

Quando um escoamento é considerado no interior da CLP, o nimero de Reynolds pode
ser calculado utilizando-se a equacao:

ul..

Ro= == (3.4)

onde u é a velocidade caracteristica do escoamento, [. é a dimensao caracteristica do
problema e ¢ é a viscosidade cinematica do fluido. A velocidade caracteristica pode ser
obtida através de medigoes experimentais ou simulagoes numéricas, enquanto a dimensao
caracteristica na CLP pode ser a espessura da camada limite, que é a regiao onde o
escoamento é influenciado pela fric¢ao com a superficie terrestre (SCHETZ; BOWERSOX,
2011).

E importante lembrar que a transicdo do escoamento laminar para o turbulento na camada
limite planetaria é influenciada por diversos fatores, além do niimero de Reynolds, como
a rugosidade da superficie e as condi¢oes de instabilidade da camada limite.
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3.4.1 Turbuléncia na Camada Limite Planetéria (CLP)

A atmosfera é um ambiente altamente dindmico e complexo, influenciado por diversos
fatores que afetam o comportamento do escoamento do ar. Isso resulta em turbuléncias e
mudancas notéaveis nas propriedades fisicas do fluido. Nos niveis mais baixos da atmosfera,
a turbuléncia desempenha um papel crucial, aumentando a resisténcia ao escoamento e,
paradoxalmente, reduzindo o arrasto em locais de separacao da camada limite. A tur-
buléncia pode ser induzida por correntes térmicas ou convectivas, variagoes no relevo,
diferencas na velocidade do vento em uma zona frontal, ou mudancas na temperatura e
pressao.

A superficie terrestre é um dos principais fatores que contribuem para a instabilidade
do escoamento do ar, gerando grandes variacoes verticais na velocidade do vento e aque-
cimento por radiagao solar durante o dia. Isso é particularmente evidente na camada
limite planetaria convectiva, onde as estruturas turbulentas sao compostas por regioes
com movimento vertical descendente de ar mais frio (downdrafts) e regides com movi-
mento vertical ascendente de ar quente (updrafts) (MARQUES FILHO, 2004).

De acordo com a lei de conservacao de massa, o ar quente que sobe possui uma velocidade
superior ao do ar frio que desce, resultando em uma assimetria na CLP. Essas estruturas
assimétricas sao responsaveis pela dispersao vertical de contaminantes, distinguindo-se
dos padroes habituais gaussianos (LAMB, 1984). O campo instantaneo de flutuagoes da
componente vertical de velocidade w' e da temperatura potencial 6 permite identificar a
formagcao dos updrafts bem definidos, que se desenvolvem a partir da uniao de pequenas
plumas geradas préximas a superficie.

Os updrafts contribuem significativamente para os fluxos verticais de calor e de momento,
se comparados aos downdrafts. Apo6s alcancar a camada de entranhamento, os updrafts
espalham-se lateralmente e retornam em direcao a superficie através de movimentos verti-
cais descendentes, existentes em boa parte da CLP. Esse processo de entranhamento gera
flutuagoes positivas de temperatura potencial nas adjacéncias da CLP, onde é possivel ob-
servar uma zona de penetragao de ar potencialmente quente e limpo na CLP (KAIMAL
et al., 1976).

A Figura 3.4 ilustra o campo tridimensional instantaneo de velocidade vertical em con-
junto com cortes verticais e horizontais, onde as flutuagoes positivas mais intensas de
wk (2,5m/s < wx < 6,0m/s) estdao indicadas de vermelho, assim de acordo com essa
ilustragao, as velocidades verticais das termas podem alcangar até 6 m/s e as updrafts,
representadas pelos tons de azul, variam de 1 a 2 m/s. A compreensao dessas estruturas
turbulentas é importante para diversas aplica¢oes, como a previsao do tempo e a disper-
sao de poluentes. Além disso, a ilustracao oferece uma visao nitida da assimetria nas
estruturas verticais da CLP convectiva (MARQUES FILHO, 2004).
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z(m)

Figura 3.4: Campo tridimensional instantaneo de velocidade vertical em conjunto com cortes

verticais e horizontais
Fonte: (MARQUES FILHO, 2004)
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Capitulo Quatro

Processos Difusivos Usuais e Anémalos

Neste capitulo, serao explorados os conceitos de difusao usual e difusao anémala, contextua-
lizando-os historicamente. Adicionalmente, sera discutida a relagdo entre as derivadas
fracionarias e a difusao anémala. FEsta perspectiva oferece uma visao mais ampla da
aplicacao do céalculo fracionario na representacao dos processos difusivos, integrando o

comportamento nao markoviano a discussao.

4.1 Difusao Usual

A descoberta da difusao remonta ao século XIX, quando o boténico escocés Robert Brown
observou o movimento aleatéorio e continuo de particulas de poélen suspensas em um li-
quido. Antes mesmo dele, um registro fascinante desse fendémeno ja havia sido feito pelo
poeta romano Titus Lucretius Carus, que viveu no século I a.C. Em seu poema “De rerum
natura,”! Titus descreveu poeticamente o comportamento cadtico das particulas de po-
eira em uma sala escura, quando inundados por um feixe de luz solar (EVANGELISTA,;
LENZI, 2018). Essa descrigao, presente em seu poema “ De rerum natura”, sugeria a
existéncia de particulas ainda menores (dtomos) e poderia ser considerada uma evidéncia
do fenébmeno posteriormente descrito por Brown.

Esse movimento aleatério recebeu posteriormente o nome de “movimento browniano” e
foi compreendido como o resultado das intmeras colisoes das moléculas do fluido com
as particulas de polen. Essas colisoes impulsionavam as particulas em diversas direcoes,
gerando o movimento estocastico que Brown havia observado. A compreensao do movi-
mento browniano foi um marco significativo na histéria da ciéncia, pois revelou a natureza
molecular da matéria (PHILIBERT, 2006).

No entanto, naquela época, a comunidade cientifica ainda nao estava plenamente con-
vencida da existéncia dos atomos e moléculas como constituintes de um fluido. Diversas
hipoteses surgiram para refutar essa ideia. Uma delas sugeria que o movimento obser-
vado por Brown poderia ser provocado pela presenca de organismos vivos, no entanto,
o proprio Brown descartou essa hipoétese. Ele percebeu que esse padrao ocorria tanto
nos graos de poélen frescos quanto nos secos. As experiéncias realizadas por Brown com
substancias organicas e inorganicas, pulverizadas e suspensas em agua, revelaram que esse
movimento é uma caracteristica comum da matéria nesse estado. Em 1828, ele publicou
esses resultados em um artigo intitulado “Um breve relato de observagoes microscopicas”
(BROWN, 1828).

Paralelamente, surgiram outras teorias para explicar o movimento browniano, como gra-

!Sobre a Natureza das Coisas (Tradugio nossa)
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dientes de temperatura, perturbagoes mecéanicas, efeitos de capilaridade e a presenca de
correntes de convecgao, entre outras. No entanto, mais tarde, Georges Gouy (1854-1926)
realizaria uma investigagao mais cuidadosa do movimento browniano, através de uma sé-
rie de experimentos com diferentes tipos de particulas em diferentes tipos de fluidos, ele
concluiria que esse movimento é independente de forgas externas (como vibragoes, luz,
magnetismo, gradiente de temperatura) e é mais intenso em fluidos de menor viscosidade
(PHILIBERT, 2006).

Embora Brown tenha sido capaz de evidenciar a existéncia do movimento browniano, ele
nao conseguiu descrevé-lo matematicamente. Foi somente no inicio do século XX que
cientistas como Einstein (1905), Smoluchowski (1906) e Paul Langevin (1908) desenvol-
veram, de forma independente, uma teoria quantitativa para o movimento translacional
browniano, demonstrando assim a existéncia dos dtomos. Além disso, essas pesquisas per-
mitiram determinar o Numero de Avogadro, um valor fundamental para a compreensao

mais aprofundada da natureza atomica e molecular da matéria.

4.1.1 O movimento Browniano segundo Finstein

A primeira explicacao satisfatéria para o movimento Browniano foi proposta por Eins-
tein em seu artigo intitulado “Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme

"2 Nesse tra-

geforderte Bewegung von in ruhenden Flissigkeiten suspendierten Teilchen.
balho, ele descreveu sua teoria de difusao de pequenas esferas em suspensao, considerando
particulas dispersas de forma irregular em um liquido em estado de equilibrio dinamico.
Essas particulas eram influenciadas apenas por uma forca F™* que depende da posicao.
Por simplicidade, Einstein considerou o caso unidimensional.

O grande “insight” de Einstein foi aplicar as leis das moléculas solutas a particulas maiores
em suspensao em um liquido. Ele propds uma derivagao que, embora nao seja um modelo
rigoroso, apresenta uma suposicao fundamental: equilibrar a pressao osmoética causada
pelos solutos com a for¢a de arrasto resultante da viscosidade do solvente (EINSTEIN,
1905). Dessa forma, para um estado estacionario, assumindo que a variacao da energia
livre é nula em um comprimento infinitesimal dx, Einstein encontrou a relagao para o

coeficiente de difusao, K., dado por:

T
K. — RTy 1_
N* 3o

(4.1)

onde R representa a constante dos gases ideais, N* o nimero de Avogadro, 77 a viscosi-
dade do solvente, Ty é temperatura e o o raio das particulas suspensas. Assim, Einstein
demonstra que o coeficiente de difusao depende apenas da viscosidade do liquido e do ta-
manho das particulas suspensas (com excegao das constantes universais e da temperatura

2Sobre 0 movimento de particulas suspensas em um liquido em equilibrio, como requerido pela teoria cinética
molecular do calor (Tradugao nossa)
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absoluta).
Em uma etapa subsequente, Einstein estabelece uma relacao entre o movimento irregular
das particulas suspensas em um liquido e a difusao, reconhecendo que esses movimentos
irregulares sao resultantes do movimento térmico das moléculas. Ele descreveu as posi¢oes
sucessivas de uma particula em intervalos de tempo ¢, assumindo que o movimento dela é
independente do movimento de todas as outras particulas e que t é pequeno o suficiente
para que os movimentos de uma tnica particula em dois intervalos de tempo t consecuti-
vos possam ser considerados mutuamente independentes. Esses sao os dois pressupostos
fundamentais do “movimento browniano”.
Assumindo que o deslocamento A das particulas em um determinado tempo ao longo de
uma diregao especifica segue uma funcao de distribuigao simétrica f(A) (que, na verdade,
é uma distribui¢ao gaussiana para tempos suficientemente longos, pois pode ser facilmente
derivada sem novas suposigoes) (EINSTEIN, 1905), Einstein deduz uma equagao para a
distribuicao espacial das particulas, que corresponde a segunda lei de Fick . Essa equagao
permite definir a difusividade em um nivel microscopico, e é expressa por

1

+o0
K, = 27/ A?f(A)dA = %<A2> (4.2)

—0o0

Portanto, o desvio quadratico médio dos deslocamentos é proporcional ao coeficiente de

difusao e apresenta um comportamento linear em relagao ao tempo, ou seja

(A*) =2Kt = —L—t (4.3)

Essa expressao oferece um método para determinar o nimero de Avogadro, ja que o des-

locamento quadratico médio (A?) e o tempo ¢ podem ser medidos e os valores Ty, 7 € p

podem ser determinados de forma experimental.

Baseado nas hipoéteses mencionadas, onde as particulas se movem de forma independente

e seus movimentos em diferentes intervalos de tempo sao processos mutuamente inde-

pendentes, ou seja, o sistema nao teria efeito de memoria. Einstein apresenta uma nova

deducao da equacao de difusao, originalmente formulada por Adolf Fick, expressa por
ov(z,t) _ Kcazu(x,t) (4.4)

ot 0x?

onde v(z,t) é namero de particulas por unidade de volume no instante de tempo ¢ e

posicao x.

Essa contribuicao de Einstein antecipa, portanto, a relagao Chapman-Kolmogorov e as

teorias modernas de cadeias markovianas (PAIS, 1995). Einstein também aponta que a

solugao da equagao de difusao (4.4), com condigdes iniciais apropriadas, é dada pela forma

Gaussiana N )
0 T

t) = —— - 4.

V(i) \/mexp{ W] (45)
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onde Ny representa a funcao v(z,t) normalizada, expressa por

o
Ny = / v(z,t)dx (4.6)
—00

A contribuicao de Einstein foi de extrema importancia para a compreensao do movi-
mento browniano e para a validagao da teoria atomica. Suas formulagoes matematicas
estabeleceram relagoes entre a temperatura, viscosidade do fluido e as propriedades das
particulas em movimento, permitindo a quantificagao e previsao do comportamento do
movimento browniano. Essas descobertas tiveram um impacto significativo no campo da
fisica e abriram caminho para avangos subsequentes no estudo da dindmica molecular e
da termodinamica estatistica.

Posteriormente, Langevin realizou um estudo mais minucioso sobre o movimento browni-
ano, considerando agora os aspectos microscopicos do sistema, fazendo com que a difusao
pudesse ser exibida em termos de elementos ja conhecidos pela teoria cinética dos gases.

4.1.2 O movimento browniano segundo Langevin

Em 1908, Paul Langevin publicou um trabalho intitulado “Sur la théorie du mouvement

” 3 no qual apresentou uma abordagem diferente da de Einstein e Smoluchowski

brownien,
para descrever o movimento browniano. Langevin utilizou os principios bésicos da meca-
nica classica e da mecanica estatistica em seu estudo. Ele propos que uma particula em
movimento browniano é influenciada por duas forcas distintas. A primeira é uma forca
dissipativa, semelhante a um amortecimento, que é proporcional a velocidade da parti-
cula. A segunda forga é aleatoria, originando-se das continuas colisdes com as moléculas
do meio, de modo que sua média temporal é zero, isto é, (F,(t)) = 0. Com base nessas
forcas, Langevin aplicou a segunda lei de Newton a uma particula browniana de massa m
(LANGEVIN;, 1908), resultando na seguinte equagao de movimento:

m% = a.v + F,(t), (4.7)
onde «,. representa o coeficiente de fricgao, relacionado com a viscosidade do meio e F,(t)
¢ a forga aleatoria proveniente das colisdes. Ao integrar a Eq. (4.7) e realizar a média
temporal, levando em consideragao a relagao (1/2)m (v?) = (1/2)kpT}, em que kg ¢ a
constante de Boltzmann, Langevin obteve o seguinte resultado:

(A1) = <}fvif) (37%[)) t, (48)

Neste ponto, é importante destacar que a Eq. (4.8) evidencia que o deslocamento quadra-

tico médio é proporcional ao tempo, o que é uma caracteristica tipica da difusao comum.

3Sobre a teoria do movimento browniano (Tradugio nossa)
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Esse resultado ¢ equivalente ao que Einstein obteve em seu estudo sobre o movimento
Browniano. Além disso, Langevin apresenta uma explicagdo mais simples para o fend-
meno do movimento Browniano. Ele parte do teorema da equiparticao de energia e da
segunda lei de Newton, considerando um sistema mais realista ao levar em conta a forga
de arrasto e a forga aleatoria resultante das colisoes entre as particulas e as moléculas do
fluido.

A compreensao do movimento browniano por Einstein e Langevin trouxe avancos signifi-
cativos para o entendimento da difusao, com impacto nao apenas na fisica, mas também
em diversas areas das ciéncias. Uma das implicagoes mais marcantes desse estudo foi a
confirmacao direta da existéncia de a&tomos e moléculas, aspecto que, até entao, era ques-
tionado por muitos cientistas da época. Além disso, Einstein e Langevin ofereceram uma
descricao quantitativa do movimento browniano, apresentando equacoes matematicas que
descreviam a forma como as particulas se difundem em um fluido devido a difusao. Essa
abordagem matematica teve um papel fundamental na fundamentagao estatistica da ter-
modinamica, ilustrando como comportamentos microscopicos podem levar a observacoes
macroscopicas e, por extensao, nas leis termodinamicas. Por fim, o trabalho de Langevin,
em particular, expandiu a teoria cinética dos gases para englobar o movimento browniano,
consolidando ainda mais a compreensao desse fendémeno.

Contudo, em diversos sistemas complexos, a difusao convencional nao descreve adequa-
damente o processo de dispersao. Nestes casos, surge o fendomeno conhecido como difusao

andmala, que seré tratado no topico seguinte.

4.1.3 A difusao andmala

Como ja mencionado, os trabalhos de Einstein e Langevin revelaram que o espalhamento
de particulas na difusao usual segue uma relacao em que o deslocamento quadratico médio
é proporcional ao tempo, isto é:

((z = (2))?) ot (4.9)

Nesses casos, o sistema esté intrinsecamente ligado a uma distribuicao gaussiana, o que
implica que a solucao da equagao de difusao classica assume a forma de uma funcao gaus-
siana. Esse resultado é derivado do teorema do limite central (EVANGELISTA; LENZI,
2018). Em outras palavras, o comportamento da difusdo normal sempre segue um padrao
gaussiano de dispersao. Esse comportamento é observado em uma ampla gama de fend-
menos de transporte. Contudo, em certos sistemas, como na dispersao de poluentes na
atmosfera, essas condigoes nao se aplicam e o sistema exibe um comportamento distinto
do convencional, sendo regido por uma difusao anémala. Nesses casos, os mecanismos
de dispersao fogem ao padrao gaussiano, conduzindo a efeitos e padroes de propagacao

incomuns e mais complexos.
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A difusao anémala difere da difusdo usual em relagdo ao seu comportamento nao linear e
nao local. Ela é influenciada por fatores como a heterogeneidade do meio, a presenga de
obstaculos ou barreiras, o transporte em redes fractais, entre outros (METZLER; KLAF-
TER, 2000). Esses fatores podem levar a um comportamento de difusdo nao proporcional
ao gradiente de concentragao, resultando em um processo de dispersao mais complexo e
nao trivial.

O pioneiro na compreensao desse fendmeno foi Richardson, que, a partir de suas observa-
¢oes, concluiu que o crescimento da largura das plumas de poluentes emitidas por fontes
pontuais ocorria na proporcao de t? com p > 3. Essa descoberta revelou uma inconsis-
téncia em relagao a difusdo tipica, onde normalmente tem-se p = 1 (WEST, 2014).

Em seu artigo de 1926, intitulado “Atmospheric Diffusion shown on a Distance Neighbour
Graph,” * Richardson propoe uma equacao de difusao nao Fickiana. Ao contrario da
abordagem convencional de considerar a concentracao da substancia sendo difundida em
funcao da posi¢ao, Richardson considera o nimero de vizinhos por comprimento, ¢, em
fungao da distancia [ entre eles. Assim, Richardson obtém uma equagao com um coefici-
ente de difusao nao constante, mas dependente da distancia . Essa abordagem inovadora
permite a Richardson obter uma equacao de difusao com um termo de difusao que nao
é constante, mas depende da distancia [. Isso reflete a natureza complexa da difusao
atmosférica, levando em consideracao a interagao entre vizinhos a diferentes distancias. A
equagao resultante oferece uma descrigao mais precisa e abrangente do fenémeno da difu-
sao, capturando as caracteristicas nao lineares e nao uniformes presentes neste processo.

Tal equagao foi denominada por Richardson como “Non-Fickian Diffusion” e é dada por

dg 0 8q}

_2 {f( )% (4.10)

onde f(l) ¢ uma funcdo crescente de [.

Para determinar o valor de f(l), Richardson construiu um grafico dos respectivos loga-
ritmos da difusividade K e da distancia de separacao [, utlizando dados experimentais
coletados por ele e informacgoes disponiveis na literatura. A partir dessa anélise, ele obteve
que f(I) ~ el*/3, onde ¢ é uma constante da ordem de 0,4 cm?3s~'. A equacio (4.10)

pode ser reescrita como

dq 0 dq
e 4.11
ot~ ol [ az] (411)
e tem solucao na forma
4 —3/2 2
gl t) = A (?) ¢ (4.12)

onde § = ['/3 ¢ A é uma constante que independente de ¢ e § (EVANGELISTA; LENZI,
2018). A solugao (4.12) representa um processo no qual em ¢ = 0 todos os vizinhos estao

indefinidamente proximos e, com o passar do tempo, eles se espalham continuamente. De

“Difusio atmosférica demonstrada em um Grafico de Vizinhanga de Distancia.(Tradugio nossa)
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sua analise, deduz-se que (z(t)) =0 ¢

(2%(t)) = % (%) o t3 (4.13)

indicando que o deslocamento quadratico médio nao segue uma relacao linear com o
tempo, diferente dos resultados obtidos nas abordagens de Einstein e Langevin. Nesse
sentido, conclui-se que o fenémeno da turbuléncia pode implicar em um regime difusivo
mais rapido, ou seja, um processo de superdifusiao. Neste contexto, se (x?(t)) o P, com
p > 1, o processo ¢ chamado de superdifusao. Por outro lado, se p < 1, é chamado de
subdifusao. Sendo assim, o fator p influencia na capacidade de espalhamento do sistema,
ou seja, quanto menor for p, mais aprisionadas as particulas estao. A figura 4.1 ilus-
tra o comportamento do deslocamento quadratico médio nos casos de comportamentos
subdifusivo (p < 1), usual (p = 1) e superdifusivo (p > 1).

/
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p=3/2 /
/ -
w4 /

t -
) --"-
3 . - =1/2
— / ..’0‘ p=
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-
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Figura 4.1: Comportamento do deslocamento quadratico médio para o caso subdifusivo (p < 1),

usual (p = 1) e superdifusivo (p > 1).
Fonte: (EVANGELISTA; LENZI, 2018)

Existem duas categorias distintas de difusao andémala. A primeira categoria é caracteri-
zada por uma distribuigao de probabilidade que se assemelha a uma distribuicao gaus-
siana, como ilustrado na Figura 4.2. Nesse caso, o deslocamento quadratico médio das
particulas segue uma lei de poténcia em relagao ao tempo, que esta relacionada a fungao
de Mittag-Laffler, conforme expresso pela Eq. (4.14). Esse comportamento esté intrinse-
camente ligado a violagao do teorema do limite central, que ocorre devido a distribuicoes
amplas ou correlagoes de longo alcance.

(2*(t)) = = (2K“ e (4.14)

a+1)

Esse tipo de comportamento foi originalmente descrito por Richardson em seu tratado
sobre a difusao anéomala (RICHARDSON, 1926). Ele foi pioneiro na compreensao dessa
forma particular de difusao, observando padroes de dispersao que diferiam dos esperados
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v (z,t)

Figura 4.2: Propagador v(x,t) para subdifusao com expoente de difusao anémala p= 1/2, repre-
sentado para os tempos consecutivos t= 0,1; 1; 10. A forma em cispide da fungdo densidade de
probabilidade sao distintas.

Fonte: (METZLER; KLAFTER, 2000)

no movimento Browniano classico. Seu trabalho lancou as bases para estudos sobre a
difusao anémala e sua relagao com distribui¢coes nao-gaussianas.

A segunda categoria de difusao andémala é conhecida como voos de Lévy. Eles sao ca-
racterizados por terem saltos aleatorios e nao lineares, onde o tamanho e a direcao dos
saltos sao determinados por uma distribui¢ao de probabilidade de Lévy (EVANGELISTA;
LENZI, 2018). A distribuigao de Lévy é uma distribuigao de probabilidade de cauda pe-
sada, o que significa que eventos extremos tém uma probabilidade maior de ocorrer do que
em uma distribuicdo normal. Ao contrario de uma distribuicao gaussiana comum, esses
processos seguem uma estatistica estavel de Lévy, apresentando comprimentos de salto
distribuidos com uma cauda de lei de poténcia e divergéncia do segundo momento. Essa
propriedade contrasta com o movimento browniano comum, onde todos os momentos da
coordenada da particula s@o finitos. A presenca da difusao andémala pode ser explicada
como um desvio das estatisticas normais de flutuagoes da distribui¢ao gaussiana, levando
a generalizacao do teorema do limite central por Lévy e Gnedenko (DUBKOV; SPAG-
NOLO; UCHAIKIN, 2008).

A Figura 4.3, a direita, ilustra esse comportamento, no qual ocorrem saltos de diferentes
magnitudes, abrangendo tanto grandes quanto pequenas distancias, resultando em uma
dispersao nao convencional e imprevisivel. Visualmente, as trajetorias dos voos de Lévy
sao facilmente distinguiveis daquelas do movimento browniano comum. Na mesma ima-
gem, uma trajetéria bidimensional de um voo de Lévy é comparada com uma trajetoria
de movimento browniano regular, a esquerda.

A distribuicao de Lévy tem sido observada em diversas areas da ciéncia, onde ocorrem
fenomenos de invariancia de escala ou onde eles podem ser suspeitos. Entre eles, a diné-
mica caotica de sistemas complexos (ZASLAVSKY, 2005; SOLOMON; WEEKS; SWIN-
NEY, 1993; SOLOMON; WEEKS; SWINNEY, 1994), a difusao fracionaria (WEST et al.,
1997; CHAVES, 1998), a termodinamica da difusdo anoémala (ZANETTE; ALEMANY,
1995), fundamentos dindmicos de equilibrio ndo canénico sociais (ANNUNZIATO; GRI-
GOLINI; WEST, 2001), cinética quantica fracionaria (KUSNEZOV; BULGAC; DANG,
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Figura 4.3: Comparacao das trajetorias de um passeio aleatério browniano ou subdifusivo (es-
querda) e um voo de Lévy (direita). Enquanto ambas as trajetorias sao estatisticamente auto-
similares, a trajetéria de caminhada de Lévy possui uma dimensao fractal, caracterizando a
estrutura insular de aglomerados de passos menores, conectados por um passo longo. Ambos os

passeios sdo desenhados para o mesmo nimero de passos (aprox. 7000).
Fonte: (METZLER; KLAFTER, 2000)

1999), difusao por fluxos em meios porosos (PAINTER, 1996), difusdo anémala na estra-
tosfera (SEO; BOWMAN, 2000), etc. Além disso, os voos de Lévy tém grande relevancia
na modelagem da dispersao de poluentes. A aplicagao dos voos de Lévy para a dispersao
de poluentes permite levar em conta eventos extremos e dispersoes anomalas, que sao
comuns nesse contexto. Diferentemente dos modelos tradicionais de dispersao que assu-
mem movimentos suaves e regulares, os voos de Lévy sao capazes de capturar movimentos
erraticos e imprevisiveis que ocorrem naturalmente no ambiente, como ventos fortes ou
mudancas abruptas na direcao do vento, podem causar deslocamentos significativos dos
poluentes em um curto periodo de tempo (SHLESINGER; WEST; KLAFTER, 1987).
Essas variacoes imprevisiveis nao sao adequadamente consideradas em modelos de disper-
sao tradicionais, mas os voos de Lévy podem incorpora-las, tornando os resultados mais
realistas e precisos.
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Calculo Fracionario

O calculo diferencial e integral de ordem nao inteira, remonta ao século XVII, quando
pensadores como Leibniz e Euler comegaram a explorar as possibilidades de extensao das
operacoes diferenciais e integrais para poténcias fraciondrias. Contudo, foi apenas no
século XX que o calculo fracionario encontrou bases mais solidas e aplicagoes concretas,
impulsionando um campo de estudo que se revela essencial em diversas areas. Neste capi-
tulo, serd abordada a evolugao histérica do calculo fracionario, abrangendo as defini¢oes
classicas e suas aplicacoes, desde suas origens até os avancos contemporaneos que o ele-
varam a condi¢ao de uma ferramenta imprescindivel para a modelagem e compreensao de

fendbmenos complexos.

5.1 Histoéria do Calculo Fracionario

O célculo fracionario, também chamado de calculo diferencial e integral de ordem nao
inteira, é uma area da matematica que remonta ao final do século XVII, tendo surgido
quase simultaneamente ao célculo de ordem inteira. Acredita-se que a sua origem se deu
através de uma suposta troca de correspondéncia entre L’Hospital e Leibniz em 1695, na
qual Leibniz apresentou uma generalizacao da derivada de ordem n, inicialmente para
valores de n inteiros. L’Hospital questionou o significado da derivada quando n assumisse

valores nao inteiros, como n = 1/2, ou seja:

Dby(x) = (5.1)

Em reposta a L’Hospital, Leibniz lhe assegurou que, para y(x) = z, a derivada valeria:

Diy(x) = dx = 2Vds : a (5.2)

E acrescentou, quase que profeticamente: “Este é um aparente paradoxo do qual, um dia,
consequéncias uteis serao obtidas” (MILLER; ROSS, 1993).

O questionamento feito por L’Hospital sobre o significado da derivada de ordem fracionaria
levou a popularizacao do termo “Célculo Fracionario” para essa area da matematica.
Entretanto, é importante notar que a ordem n nao se limita apenas a nimeros racionais,
sendo possivel que n assuma valores reais ou complexo (CAMARGO; CAPELAS DE
OLIVEIRA, 2015).
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Inicialmente, devido a falta de aplicabilidade, o calculo fracionario foi negligenciado. No
entanto, nas décadas seguintes, mateméaticos renomados, como Euler, Lagrange, Laplace,
Lacroix e Fourier, comegaram a explora-lo com o objetivo de desenvolver uma teoria
consistente e abrangente.

Em 1730, Euler contribuiu significativamente para o assunto em uma dissertagao, na qual
escreveu ser possivel obter algebricamente a razao d"p para dz" quando n é um inteiro
positivo e p é uma funcao de x. No entanto, ele se perguntou que tipo de razao poderia
ser obtida se n fosse uma fragao.

Euler reconheceu que a dificuldade em lidar com derivadas fracionarias surge porque a
diferenciacao nao pode ser aplicada quando n é uma fracdo. Diante do problema, ele
propos que fosse aplicada a interpolagao. KEuler provavelmente usou esse método para
encontrar aproximagoes de derivadas fracionarias em casos onde a diferenciagao continua
nao era possivel. (MILLER; ROSS, 1993).

No mesmo século, Lagrange fez uma contribuigao indireta para o desenvolvimento do
calculo fracionéario ao formular a chamada lei dos expoentes. Essa lei considera y como

uma funcao de x e m, e n nmeros naturais:

dzm dgm — dgmtn

(5.3)

Posteriormente, com o desenvolvimento do célculo fracionério, o resultado obtido por
Lagrange chamou a atencao da comunidade matematica. Eles estavam interessados em
determinar quais restri¢oes deveriam ser impostas a y(z) para que a Eq. (5.3) fosse valida
para valores arbitrérios de m e n. Esse estudo mostrou que a lei dos expoentes proposta
por Lagrange nao era valida para todas as func¢oes, quando m e n eram arbitrarios,
contudo os resultados obtidos, representaram um avango no desenvolvimento dessa area
(CAMARGO; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2015).

A partir do inicio do século XIX, diversos autores contribuiram sistematicamente para o
tema. Entre eles, destacam-se Pierre Simon de Laplace (1749-1827) e Silvestre Frangois
Lacroix (1765-1843). Em 1812, Laplace definiu a derivada fracionaria por meio de uma
integral, enquanto Lacroix foi o primeiro a mencionar as derivadas de ordem nao inteira
em seu livro de calculo em 1819. Nessa obra, Lacroix apresenta uma formula para calcular
a n-ésima derivada de uma funcao do tipo y = 2™, que é expressa por:

dy  d"z™ m)!
7 = — Dn m_ _ T amen 4
dzm  dxm v (m — n)!m (5.4)

onde m € Z, e n < m. Substituindo a funcao gama no lugar do fatorial, e n por « e m

por [ obtém-se:
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F(ﬁ + 1) wﬁfa

a,.B _
D TTB-a+l)

(5.5)

onde « e 8 sao nameros fracionarios (MILLER; ROSS, 1993). Esse problema foi funda-
mental para a evolugao do calculo fracionario, ja que utilizando os valores de @ = 1/2 e
B = 1 nessa equacao, obtém-se o mesmo resultado descrito na formulacao de Riemann-
Liouville.

Em 1822, em seu estudo sobre derivadas de ordem nao inteira, Jean Baptista Joseph
Fourier (1768-1830) obteve a representagao integral de uma fungao f(x), dada por:

— o | te [ cosleta ) (56)

cujas derivadas de ordens inteiras n = 1,2, ... sao dadas por

nm
D" f(x / f(¢& df/ "cos x—&)%—? dt (5.7)
Substituindo o inteiro n por «, real arbitrario, Fourier obteve formalmente a versao gene-
ralizada para suas derivadas de ordens nao inteiras, a saber

D f(x / f(& dﬁ/ cos tx—&) + 7] dt (5.8)

Ao desenvolver a teoria, Fourier chegou a conclusao de que o nimero o que aparece na
formula pode ser considerado como qualquer valor, positivo ou negativo (CAMARGO;
CAPELAS DE OLIVEIRA, 2015). A Eq. (5.8) ¢ amplamente conhecida como a repre-
sentagao integral de Fourier generalizada. A partir desse momento, o Calculo Fracionério
comegou a ser aplicado em diversas situacoes e problemas, nao apenas na matemaética,
mas também em outras areas do conhecimento. Embora nomes como Leibniz, Euler,
Lagrange, Laplace tenham contribuido significativamente para essa area, foi a partir do
trabalho de Fourier que o Céalculo Fracinario comecou a se expandir e popularizar.

Em 1823, Niels Henrik Abel (1802-1829) realizou a primeira operagao fracionaria pro-
priamente dita ao resolver uma equacao integral proveniente do problema da tautdcrona.
Esse problema trata da determinagao da forma de uma curva plana f(p), suave, que passa
pela origem em um plano vertical, de tal forma que uma particula de massa m, sujeita a
acao da gravidade, possa cair sobre ela de maneira que o tempo de descida seja o mesmo,
independentemente da posicao inicial. Como T, é constante, a equacao integral de Abel
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que modela o problema ¢é dada por:

VaiT, = [ o077 59)

onde g é a aceleragao da gravidade e (£, 0) é a posicao inicial (RAMOS, 2012). A Eq.

(5.9) é equivalente a equacao fracionéria:

\/» 12 \/> (5.10)

onde a = gT?/m% A Eq. (5.10) fornece a solugdao da equagio, a qual se conclui que ¢
uma cicloide, com o vértice localizado na origem e tangente ao eixo x. A solucao de Abel
fundamenta-se no fato de que a derivada fracionaria de uma funcao constante nao é sem-
pre nula, conforme afirmado por Lacroix (OLDHAM; SPANIER, 1974). Nesse contexto,

tem-se Dl/Q(l) = (m0)"2 .

Inspirado possivelmente pela solucao elegante de Abel, Joseph Liouville (1809-1882) reali-
zou um estudo fundamental para fornecer uma definicao logica das derivadas fracionarias,
explorando o tema a partir de dois pontos de vista distintos. O primeiro envolveu a de-
finicao da derivada de ordem n como se n fosse um inteiro positivo, enquanto o segundo
consistiu na expansao de fungoes em séries de poténcias. Nesse sentido, Liouville partiu

do resultado ja conhecido para a derivada de ordem n:

D"e™ = a"e™ (5.11)

onde D = % e n € N, estendido para uma ordem nao inteira. Liouville considerou a

expansao em série para a fun¢ao f(x) como:

= cpe™”, Re(ag) > 0 (5.12)
k=0

e definiu a derivada de ordem nao inteira por:

[e.9]

D f(x) = Z cpay e’ (5.13)

k=0
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Essa equacao ¢ chamada de primeira féormula de Liouville para a derivada de ordem
nao inteira, entretanto, sua aplicacao se restringe a um conjunto especifico de fungoes,
definidas pela Eq. (5.12). Devido a limitagdo mencionada e com o objetivo de ampliar
sua primeira defini¢ao, Liouville prop6s uma outra definicao para a derivada fracionaria,
utilizando a fungao gama. Essa outra abordagem foi aplicada a fung¢do = com Re(a) > 0,
e é conhecida como segunda defini¢ao de Liouville para a derivada de ordem nao inteira
(DAVID; LINARES; PALLONE, 2011). Ela é expressa por:

D% % = (-1)*————a " (5.14)

Todavia, essa definigdo ¢ util apenas para fungdes racionais do tipo =% com Re(a) > 0.
E importante mencionar que Liouville foi o primeiro a tentar resolver equacdes diferenci-
ais que envolviam operadores fracionarios. O objetivo de sua investigacao era encontrar
uma fung¢ao complementar que surgia a partir de uma equacao diferencial de ordem nao
inteira.

Anton Karl Griinwald (1838-1920), teve um papel fundamental na unificagao dos resulta-
dos obtidos por Riemann e Liouville em relacao as derivadas fracionarias. Insatisfeito com
as restrigcoes da definicao proposta por Liouville, em 1867, Griinwald propos uma nova
definicao para a derivada fracionaria, baseada no limite de um quociente de diferencas.
Essa defini¢ao resultou em féormulas de integrais definidas de derivadas de ordem n, que
foram amplamente utilizadas em diversas aplicagoes praticas. Além disso, Griinwald mos-
trou que uma integral definida de Riemann deve ser interpretada como tendo um limite
inferior finito, enquanto a definicao de Liouville nao apresenta um limite inferior finito,
mas um limite inferior menos infinito (CAMARGO; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2015).
Assim, a ideia de derivada fracionaria como o limite da soma de quocientes é dada por:

D° f(x) = lim = 3 (1) r?ﬁﬁ)lr){ogm—;ﬂ) (5.15)

A formulacao de Griinwald também foi aplicada no estudo da inversao, em que é pos-
sivel determinar a funcdo desconhecida f(t) na equacdo integral, utilizando operagoes
fracionarias, quando se conhece uma funcao ® de x. Ela é expressa por:

O(x) = /0 @ — 0P F(t)dt (5.16)

A partir da década de 1860, houve um crescente interesse no estudo de operadores fra-

cionérios (integrais e derivadas). Esses operadores tém como base a conhecida férmula
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integral de Cauchy-Goursat, que desempenha um papel fundamental em vérias areas da
matematica, como analise complexa, teoria das integrais, equagoes diferenciais, entre ou-
tras. Esses operadores também foram estudados por Letnikov em 1868, Laurent em 1884
e Heaviside em 1892. O primeiro trabalho que levou & formulagao da derivada fraciona-
ria segundo Riemann-Liouville foi escrito por Sonin em 1869 (CAMARGO; CAPELAS
DE OLIVEIRA, 2015). Nesse trabalho, Sonin utilizou como ponto de partida a féormula
integral de Cauchy para a derivada de ordem n de uma fungao analitica, que em anélise

complexa é dada por:

D" f(2) = EL%& (5.17)

- omi

onde C' é um conveniente contorno fechado.

Em 1872, trés anos apo6s o trabalho de Sonin, Letnikov ampliou a teoria dos operadores
fracionarios. Ele utilizou a mesma abordagem de Sonin, utilizando a férmula integral de
Cauchy como referéncia e um contorno circular fechado em uma superficie de Riemann.
Em 1884, Laurent publicou um trabalho fundamental sobre operadores generalizados, que
é considerado um marco inicial para o desenvolvimento moderno do Calculo Fracionéario.
Nesse trabalho, ele generalizou a férmula integral de Cauchy e, em contraste com modelo
proposto por Sonin e Letnikov, ele propds um contorno aberto em uma superficie de
Riemann (TEODORO; OLIVEIRA; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2018). Usando o método
de integragao no plano complexo, ele introduziu a defini¢ao fundamental de uma integral

nao inteira de ordem «, dada por:

D) = S f0) = s [ a0 oy (.15

onde (D, * =, J; é o operador integral de Riemann-Liouville. A definicao apresentada é
uma das versoes atualmente conhecida como definicao de integral de ordem nao inteira
de Riemann-Liouville. E importante notar que a definicdo para integral nao inteira de
Riemann-Liouville, dada pela Eq. (5.18), coincide com a féormula de Abel apresentada na
Eq. (5.9) quando o = 1/2 e com a definigao de Riemann quando x > a, sem a inclusao
da fungao complementar (CAMARGO; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2015). No entanto,
quando a = 0, a expressao da Eq. (5.18) assume a forma da definigao atual de integral

de ordem nao inteira de Riemann-Liouville, expressa por:

D f(a) = —— /0 o T W+ o), Re(a) >0 (5.19)
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E interessante notar que Lacroix, seguindo a abordagem tipica dos formalistas classicos
da época, obteve o mesmo resultado expresso anteriormente.

Por outro lado, a definicao da derivada de ordem nao inteira de Riemann-Liouville é
estabelecida a partir da lei dos expoentes e do principio de que a derivagao é a operacgao

inversa da integracao. Ela é expressa por:

oD2f(w) = D"[J* f ()], x>0 (5.20)

onde J® f(x) é integral fracionaria de Riemann-Liouville e ;D f () ¢ a derivada fracionaria
de Riemann-Liouville com > 0e f =n — o (CAMARGO; CAPELAS DE OLIVEIRA,
2015).

Em 1888, Nekrassov (1853-1924) também obteve a definigdo fundamental da férmula in-
tegral de Cauchy (vide Eq. 5.18) por meio de um contorno de integracao diferente dos
seus antecessores, ainda que tenha utilizado a mesma metodologia.

Embora véarios autores tenham usado esses operadores, foram as aplica¢oes brilhantes de
Oliver Heaviside (1850-1925) que impulsionaram seu desenvolvimento. Heaviside demons-
trou como solucionar determinadas equacoes diferenciais lineares utilizando operadores
generalizados, que sao imprescindiveis na resolucao de problemas em engenharia, como a
transmissao de correntes elétricas através de condutores. Seus métodos foram reunidos
sob o nome de célculo operacional de Heaviside (KILBAS; MARICHEV; SAMKO, 1993).
Inspirado no operador simbodlico de Gregory para a solucao da equacao do calor, Hea-
viside utilizou a letra p como operador diferencial para representar d/dt e aplicou essa
ideia na solucao da equagao de difusao para distribuicao de temperatura. Ele interpretou
VP = D'? de modo que oDl (1) = \/%, ou seja, a derivada da constante nao é zero.
Embora os resultados de Heaviside estivessem corretos, ele nao conseguiu justifici-los com
rigor matematico necessario. Apenas em 1919, Bromwich conseguiu formalizar e justificar
os resultados de Heaviside de forma consistente (TEODORO; OLIVEIRA; CAPELAS DE
OLIVEIRA, 2018).

Durante o século XX, o Célculo fracionario recebeu relevantes contribuigoes de diversos
autores. Na primeira década do século XX, destacaram-se importantes colaboradores,
tais como Pincherle (1853-1936), precursor das famosas integrais de Mellin (1854-1933)-
Barnes, Hardy (1877-1947) e Weyl (1885-1955). Este tultimo, em particular, foi respon-
séavel por outra defini¢cao para integral de ordem nao inteira e pela conhecida derivada
fracionaria de Weyl, definida por:

D[W* f(t)] = W F(£) = ﬁ /OOO 2 f(x + £)da (5.21)

Em 1930, Post empregou quocientes de diferengas para ampliar a defini¢ao de derivada nao
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inteira proposta por Griinwald. Ele definiu a diferenciacao para operadores generalizados
f(D), onde D denota a diferenciacao e f uma func¢ao adequada. Dessa forma, estabeleceu
a derivada de ordem nao inteira Griinwald-Letnikov, uma ferramenta muito eficaz na

solugao de problemas numéricos, expressa por:

ot = tim vl () Ergrn (k) o

A partir de 1940, Erdélyi e Kober se destacaram por investigar as propriedades da integral
fracionaria. Enquanto estudavam equagoes integrais duais, Erdélyi propos uma modifica-
¢ao nos operadores de Riemann-Liouville, que resultou nos operadores de Erdélyi-Kober.
Em 1965, Cooke generalizou os operadores integrais de Erdélyi-Kober e demonstrou sua
utilidade na obtencao de solugoes de equagoes integrais na eletrostatica.

Mais tarde, em 1969, Caputo prop6s uma nova definicao para a derivada de ordem nao
inteira, com o objetivo de resolver um problema relacionado a viscoelasticidade. Expressa
por:

D°f(x) =, J3[D" f(x)] (5.23)

Essa defini¢ao tem como principal vantagem o fato de levar em conta as condig¢oes iniciais
do problema, o que permite preservar as informacoes iniciais presentes na modelagem de
fenémenos fisicos complexos.

Em 1974, Ross organizou a primeira Conferéncia Internacional sobre Calculo Fracionario,
tendo como um dos objetivos a disseminac¢ao do conhecimento sobre o Calculo de Ordem
nao Inteira e o incentivo para a descoberta de novas aplicagoes (TEODORO; OLIVEIRA;
CAPELAS DE OLIVEIRA, 2018).

Em 1992, Caputo publicou um artigo propondo uma alteracao na definicao da derivada
fracionaria, baseando-se em um trabalho divulgado em derivadas fracionarias cléssicas.
Essa mudanca foi importante na resolucao de equagoes diferenciais fracionarias que envol-
vem condicoes iniciais, particularmente em problemas de sismologia. A defini¢ao proposta

por Caputo é expressa por:

b,
DPf(t) = F(Bl—m)/o (th)/LB_de (5.24)

comm —1 < 8 < m. Nos anos 2000, o calculo de ordem nao inteira teve um avanco
significativo, impulsionado pela publicacao de diversos livros e artigos sobre o tema, além
da realizacao de eventos académicos em todo o mundo. Nesse contexto, varias defini¢oes
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importantes surgiram, incluindo as derivadas locais propostas por Atangana & Baleanu
(2016), Katugampola (2011), Chen (2005) e Khalil et al. (2014), bem como as derivadas
com niucleo ndo singular, propostas por Caputo & Fabrizio (2015), Atangana & Baleanu
(2016), Yang, Srivastava & Machado (2015), Sun et al. (2017) e outros.

Embora as formulagoes classicas de Riemann-Liouville, Caputo e Grunwald-Letnikov se-
jam as mais conhecidas e amplamente utilizadas, elas apresentam algumas limitacoes em
relacao as regras tradicionais do calculo, o que pode dificultar sua aplicacao em problemas
praticos. Neste ponto é importante mencionar o trabalho de Khalil et al. (2014) que pro-
puseram uma nova formulacao, denominada derivada conforme, que tem recebido grande
destaque nos tltimos anos. Embora seja uma derivada local, ou seja, nao apresente efeito
de memoria, a principal vantagem dessa definicao em relacao as formulagoes classicas é
que ela permite a extensao das regras do célculo de ordem inteira para o caso fracio-
nario. Apesar de existir uma discussao entre os pesquisadores se a derivada conforme é
ou nao uma derivada fracionaria (ABDELHAKIM; MACHADO, 2019; ABDELHAKIM,
2019; ANDERSON; CAMRUD; ULNESS, 2018), ela tem sido usada em diversas areas do
conhecimento, como a mecanica Newtoniana (CHUNG, 2015), a mecéanica quantica (AN-
DERSON; CAMRUD; ULNESS, 2018), transporte difusivo (IYIOLA et al., 2017; AVCI,
EROGLU; OZDEMIR, 2017) e processos estocasticos (CENESIZ; KURT; NANE, 2017).
O campo do calculo fracionario tem testemunhado avancos significativos nos tltimos anos,
mas a literatura ainda apresenta diversas questoes em aberto. Uma das principais ques-
toes ¢ a falta de uma definicao geral adequada para todas as aplicagoes, enquanto outra
preocupagao importante é a resolugao do problema da dimensionalidade que surge ao so-
lucionar equacoes diferenciais fracionarias. Além disso, é crucial ter uma interpretagao
precisa, tanto geométrica quanto fisica, das derivadas fracionéarias. Todas essas questoes
sao fundamentais para o desenvolvimento e aplicacao das técnicas de calculo de ordem
nao inteira em diversas areas da ciéncia e tecnologia. Embora ainda haja desafios a serem
superados, espera-se que as respostas para essas questoes sejam encontradas nos proximos

anos, permitindo avangos ainda mais significativos no campo do calculo fracionéario.

5.2 Derivadas Fracionarias Classicas

Na literatura existem diversas defini¢oes que abrangem o conceito de derivada fraciona-
ria (CAPELAS DE OLIVEIRA; MACHADO et al., 2014; RODRIGUES; OLIVEIRA,
2015). Este capitulo é dedicado ao estudo das principais defini¢oes relacionadas as
derivadas fracionérias classicas, que tiveram origem na formulagdo de Sonin (SONIN,
1869). Entre as diversas formulagoes que compdem essa classe, destacam-se as deriva-
das de Liouville, Riemann-Liouville, Caputo (CAPUTO, 1967; DZRBASHYAN; NER-
SESYAN, 1968), Griinwald-Letnikov, Marchaud, Chen, Hadamard, Riesz, Weyl, Osler,
Hilfer, Davidson-Essex, Coimbra, Canavati, Cossar (CAPELAS DE OLIVEIRA; MA-
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CHADO et al., 2014), Jumarie (JUMARIE, 2005; LIU, 2015), Caputo-Hadamard (AL-
MEIDA, 2017), Hilfer-Katugampola (OLIVEIRA; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2018a),
a derivada fracionaria tipo Caputo (OLIVEIRA; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2019), a
derivada (k, p)-fracionaria (OLIVEIRA; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2018b) e a ¢-Hilfer
(SOUSA; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2019). Segundo Li & Deng (2007), as formulagoes
classicas de Riemann-Liouville, Caputo e Grunwald-Letnikov sao as mais conhecidas e
amplamente empregadas na literatura. No apéndice A, sdo apresentadas as defini¢oes
fundamentais, os principais teoremas e lemas relacionados as derivadas fracionarias clas-

sicas.
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Calculo Diferencial e Integral Conformaéavel

A derivada conformével, introduzida por Khalil et al. (2014), é uma nova definigao de deri-
vada fracionaria local. Embora alguns autores, como Abdelhakim (2019), Abdelhakim &
Machado (2019), Tarasov (2018), Anderson, Camrud & Ulness (2018), ndo a considerem
uma derivada fracionaria em si, ela tem se mostrado uma alternativa interessante para
muitos pesquisadores. Ao contrario das defini¢oes classicas discutidas no capitulo anterior,
que muitas vezes nao cumprem propriedades fundamentais, como as regras do produto,
quociente e cadeia (ATANGANA, 2015; CHEN; YAN; ZHANG, 2010; BABAKHANT;
DAFTARDAR-GEJJI, 2002), a nova definigdo é uma extensao natural da derivada con-
vencional e apresenta a vantagem de satisfazer praticamente todas as propriedades do
célculo de ordem inteira, conforme sera visto neste capitulo. Além disso, a derivada
conforme tem sido utilizada em véarias areas da ciéncia, como a mecénica Newtoniana
(CHUNG, 2015), mecanica quantica (ANDERSON; ULNESS, 2015), transporte difusivo
(AVCI; EROGLU; OZDEMIR, 2017; IYIOLA et al., 2017; ZHOU; YANG; ZHANG, 2018)
e processos estocasticos (CENESIZ; KURT; NANE, 2017).

Recentemente, Abdeljawad (2015) publicou um artigo introduzindo o célculo fracionario
conforme ou conformével. Neste trabalho, o autor explora as propriedades das derivadas
conforméveis, tanto & esquerda quanto a direita. Ele apresenta diversos lemas e teore-
mas e demonstra um teorema analogo ao teorema fundamental do calculo, bem como a
regra da cadeia. Contudo, é importante salientar que a derivada conformével nao atende
a certos critérios definidos por Ortigueira e Machado, como apresentados no apéndice
A. Diferentemente das derivadas de ordem inteira, a derivada conformével nao retorna a
propria fungao quando sua ordem é zero. Além disso, ela nao satisfaz a propriedade de
semigrupo. Portanto, a derivada conforméavel nao é considerada uma derivada fracionaria
(CAMARGO; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2015).

Apesar desses desafios, a derivada conforméavel é uma area de pesquisa promissora, que

tem atraido cada vez mais interesse de pesquisadores em diversas areas do conhecimento.

6.1 Derivada conformavel

Nesta se¢ao, sera apresentada a definicao da derivada fracionaria conformavel, bem como
os principais teoremas pertinentes a essa teoria. As demonstragoes dos principais resulta-
dos encontram-se disponiveis no apéndice B. Esta se¢ao foi fundamentada em pesquisas
realizadas por Abdelhakim (2019), Musraini et al. (2019), Khalil et al. (2014) e Ortigueira
& Machado (2015).
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Definicao 6.1. Definicao da derivada conformduvel.
Seja f(t) : [0,00) = R. A derivada conformdvel de uma fun¢ao f de ordem « € definida

por:

(6.1)

para todo t > 0, a € (0,1]. Se f € a-diferencidvel em (0,a), a > 0, e lim fE(t) existe,
t—0
entao:

JH(0) = lim f(t) (6.2)

t—0t

Além disso, Khalil et al. (2014) mostraram que a relagao entre a derivada conformavel e
a primeira derivada pode ser representada por:

To[f(t)] =t"== (6.3)

Nesse sentido, fica evidente que a derivada conforméavel é um operador local e coincide

com a primeira derivada quando a ordem é a = 1,0.

Teorema 6.1. Se uma funcao f(t) : [0,00) = R € a-diferencidvel em t, > 0, a € (0, 1],

entdo f € continua em t.

Teorema 6.2. Sejam o € (0,1] e f, g sao fungoes a-diferencidveis em um ponto t > 0.

Ent&o:

al

o(tP) = ptP~?, para todo p € R

o«(A) =0, para toda fungao constante f(t) = A, onde A € R
o(f-9) = [ Tal9) + 9.Ta(f)

(5) Tulf /) = LL=020TolD)

(6) Se, além disso fé diferencidvel entio To[f(t)] = tl_adfd—gﬂ

(1) To(fog)(t) = [ la®)] Tog(6)] gt

supondo que a derivada conformdvel
T, (fog)(t) emsta.

Observa-se que essas propriedades sao as mesmas que sao satisfeitas pelas derivadas de
ordem inteira, incluindo a sétima, conhecida como a regra de Leibniz. Em geral, as deri-
vadas de ordem fracionéaria, como as de Riemann-Liouville e Caputo, nao sao satisfatérias
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em relagao as propriedades 4 e 7; portanto, a derivada conformavel se destaca, tornando-se

uma alternativa interessante para a manipulacao de equagoes diferenciais fracionarias.

Teorema 6.3. Sejam x = ' (t) ey = y (t) funcdes diferencidveis em t, e seja z = f(x,vy)
diferencidvel em (2'(t),y (t)). Entdo, z = f(z'(t),y (t)) € diferencidvel em t e

—Q af—a / 8f—a ’

T z(t) = =T t)+ =—T y(t 6.4

) = ST (0 + ST 1) (6.4)

Teorema 6.4. Teorema de Rolle para funcoes diferencidveis fraciondrias con-
formadveis
Sejaa >0 e f:[a,b] = R uma fungao dada que satisfaz:
(i) f € continua em [a,b],
(i1) f € a-diferenciavel para alguma o € (0, 1),
(i) f(a) = 1.

Entao, existe ¢ € (a,b), tal que Ty f(c) = 0.

Teorema 6.5. Teorema do Valor Médio para Funcgoes Diferencidveis Fracionais
Conformadveis.

Sejaa >0 e f:[a,b] = R uma fungao dada que satisfaz:

(i) f é continua em |a,b].

(i1) f € a-diferencidvel para algum c € (0
Entio, eziste ¢ € (a,b), tal que f*(c) = 4

6.2 Integral conformavel

Nesta secao, seré introduzida a definicao da integral fracionédria conformavel, acompa-
nhada de suas principais propriedades e teoremas. Esta secao foi fundamentada em pes-
quisas realizadas por Abdelhakim (2019), Musraini et al. (2019) e Ortigueira & Machado
(2015).

Definicao 6.2. Integral conformdvel
Para f continua, a Integral Conformadvel € definida por:

= [ (€ @) f(e)de (6.5)

para o € (0,1).

A Eq. (6.5) também pode ser reescrita como:

19 (1) = / pe)dee
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Além disso, no caso de a = 0, pode-se inferir que:

t t
o = [ et = [ e
0 0
Teorema 6.6. Se f € diferencidvel e a = 0, entao a sequinte propriedade € vdlida:
ST, f(t) = f(t) = f(0) (6.6)

Teorema 6.7. Propriedades das integrais fraciondrias conformdveis
Sea>0,a€(0,1) e f g:|a,b — R sejam fungoes continuas. Entao:

(1) fb Aé“’“ldf AJPeetde, N e R

(Q)f () €otdg = [ f(x)etde & [} g(x)otdg

(3) J; f fa ldf == Jy, fla)stde

(4) [, F@)getde = [7 f(x)€orde + [ f(a)&ede

(5) J; flx)eetde =0

Teorema 6.8. Sejam a > 0 e o € (0,1]. Além disso, sejam f,g : [a,b] — R fungoes
continuas. Entao:

(1) Se f(x) = 0 para todo x € |a,b], entdo fabf(x)fo‘*ldf >0

(2) Se f(x) = g(x) para todo x € [a,b], entio ff f(x)étde > ffg(x)ﬁ"‘_ldg

(3) |12 fpeede] < f7 1) e
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Solucao da Equacao de Adveccao-Difusao conformaéavel

Nesta secao, serao apresentadas duas solugoes distintas para a equacao de advecgao-
difusdo conformével. A primeira considera um modelo bidimensional estacionério, no
qual os parametros fracionarios estao presentes em todas as derivadas. Na segunda so-
lugao, sao considerados dois cenarios: o primeiro refere-se a um modelo bidimensional
transiente, com derivadas fracionarias apenas nos termos temporal e advectivo; ja o se-
gundo introduz parametros fracionarios em todos os termos da equagao. Para que esse
objetivo seja alcangado, foi utilizado o método GILTT (WORTMANN et al., 2005; MO-
REIRA et al., 2005; MOREIRA et al., 2006; MOREIRA et al., 2009; BUSKE et al.,
2007a; BUSKE et al., 2007b; TIRABASSI et al., 2008; BUSKE DANIELA et al., 2017),
juntamente com o conceito de derivadas conformaveis (KHALIL et al., 2014). A novidade
deste estudo reside na insercao de parametros fracionarios distintos nos termos difusivo,
advectivo e transiente da equacgao de dispersao de poluentes, juntamente com o uso das
derivadas conformaéveis, levando em consideragao o comportamento anémalo do problema.
Isso resultou em uma nova metodologia, denominada aqui de método a-GILTT. Essa me-
todologia é uma solugao em séries que considera a falta de homogeneidade da turbuléncia
na direcao vertical. Ela permite o uso de coeficientes de difusao e velocidade do vento
que sao dependentes das variaveis espaciais, possibilitando uma descri¢ao mais realistica
do processo de dispersao de poluentes. E importante destacar que as solucdes analiti-
cas propostas neste trabalho para a equacao de advecgao-difusao, considerando até trés

parametros fracionarios distintos e coeficientes variaveis, nao sao conhecidas na literatura.

7.1 Equacao de advecgao-difusao de ordem inteira

Na literatura, a equacao de advecgao-difusao classica é amplamente utilizada para es-
tudar a distribuicao espacial da concentracao de poluentes nao reativos na CLP. Essa
equacao ¢ obtida aplicando-se o principio da continuidade ou conservacao da massa, onde
os fluxos s@o representados pela teoria K (BLACKADAR, 2012; CSANADY, 1973). Em
um sistema de coordenadas cartesianas, a distribuicao espacial da concentracao de uma

substancia nao reativa pode ser descrita por:
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u

oc . oc oc ., oc 9 (Kxa_c) 0 (K 8—0> + a% (Kza—c) +5° (7.1)

ot ox dy 0z Oz ox oy \" Yoy 0z
N~ NG ~ J/ N\ -— -
() (II) (II1)

Na Eq. (7.1) o termo indicado por (I), representa a variagao temporal local da concentra-
¢ao (termo euleriano); os termos indicados por (II), representam o transporte realizado
pelo vento médio (termo advectivo); os termos indicados por (IIT), representam a mistura
oriunda dos fluxos turbulentos ( termo difusivo), e S* representa o termo fonte.

No presente estudo, sera adotado o sistema de referéncia Euleriano, em que a direcao do
vento médio u é coincidente com o eixo x, o eixo y é perpendicular a direcao do vento
médio, e o eixo z indica a altura, sendo o nivel do solo considerado como ponto zero.

Neste sistema de referéncia, o termo v2< sera desconsiderado, uma vez que a velocidade

0y
média do vento na diregao y é praticamente nula. Como a magnitude do termo u%—g é

significativamente maior do que a magnitude do termo 2 (Kx ‘90), é possivel negligenciar

oz B
o efeito da difusao turbulenta na direcao do vento médio. Da mesma forma, o termo
advectivo w% na direcao vertical pode ser desprezado, uma vez que é consideravelmente

menor do que os demais termos da equagao. Desta forma a Eq. (7.1) pode ser escrita na

seguinte forma:

oC oC 0 oC 0 oC .

Em seguida, a Eq. (7.2) é integrada na dire¢ao y, de modo que:

c(x,z,t) = /OO C(z,y,z,t)dy (7.3)

—00

Além disso, considera-se que nao ha sumidouros ou fontes extras a favor do vento a partir

da fonte pontual. Dessa forma, a Eq. (7.2) pode ser expressa como:

(7.4)

Oc(x, z,t) oc(w,z,t) 0 Oc(x, z,t)
T S T B e 5

Portanto, a Eq. (7.4) representa a equacao de advecgao-difusao classica de ordem inteira,
cuja solucao fornece a distribuigao espacial da concentracao de poluentes provenientes de
uma fonte pontual que libera um tragador quimico nao reativo na atmosfera, abandonado

sem empuxo.
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7.2 Solugcao da equacao de advecgao-difusao bidimensional esta-

cionaria conformavel

Na presente se¢ao, é proposta uma nova abordagem para a compreensao do processo de
dispersao de poluentes atmosféricos, utilizando o método a-GILTT. Para tal, a estrutura
matematica da equacdo classica de advecgao-difusao, representada pela Eq. (7.4), foi
modificada por meio da insercao de operadores fracionarios nos termos difusivo e advec-
tivo, conforme sugerido por Goulart et al. (2017). Considerando o modelo estacionario, a

equacao resultante é expressa por:

o%c(z,z)  O° dPe(z, 2)
ul(2) Oz _825< +(2) 0z°

), 0<a,B<1 (7.5)

para 0 < z < hex > 0, onde h é a altura da CLP (m), u(z) é o perfil vertical da
velocidade do vento (m/s) na dire¢ao do eixo z, ¢ é a concentragao do poluente passivo
integrada lateralmente (g/m?), K.(z) é coeficiente de difusdo vertical (m?/s) e a, 3 sdo
as ordens dos operadores fracionarios. Na direcao da coordenada espacial z as condic¢oes
de contorno sao de fluxo nulo no solo (z = 0) e na altura h da CLP, sendo a condi¢ao de
fonte dada por:

c(0,z) = ¢ d(z — hs) (7.6)

onde () é a intensidade da fonte (g/s), hs é a altura da fonte (m) e 6 é a funcdo delta de
Dirac.
Para corrigir a dimensionalidade do modelo proposto, adotou-se a sugestao fornecida no

trabalho de Goulart et al. (2017), introduzindo na Eq. (7.5) dois fatores auxiliares ¢ e :

d 1 d
d 1 d°
(7.8)

_— % _—
dz =P dzP

As relagoes (7.7) e (7.8) sao validas desde que os parametros ¢ e ¢ tenham dimensoes
de comprimento [L] (MOREIRA; SANTOS, 2019). Assim, a representagao fracionéria da
Eq. (7.5), a ser resolvida neste trabalho, é dada por:
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“c(x, 2z B Be(x, 2
1 a<,)_1a(z()8(,)

¢1iau(z) R ¥ e 528 ) , 0<a,p<1 (7.9)

Nesse contexto, os parametros ¢ e ¢ caracterizam a existéncia de estruturas espaciais fra-
ciondrias que preservam as unidades fisicas do sistema para qualquer valor tomado para
os parametros fracionarios no intervalo definido. Além de uma descri¢ao mais realista do
processo de difusdo anémala, a solugao da Eq. (7.9) pelo método a-GILTT permitira a
aplicagao de perfis verticais continuos em K,(z) e u(z).

O primeiro passo é aplicar a derivada conformével dada pela Eq. (6.3) nos termos advec-
tivo e difusivo da Eq. (7.9), resultando:

T O =T (AT )

Com o objetivo de obter a equagao auxiliar do problema de Sturm-Liouville, aplica-se a

mudanga de variavel proposta por Crank & Park (1968), dada por:

X

l1-a
= ¢a . dX = ¢ e (7.11)

A fim de obter uma solu¢ao mais geral da Eq. (7.10), sera considerada a seguinte igual-
dade:

F(2) = K.(2) (i)lﬂ = Kefe (7.12)

onde K°f¢¢ ¢ aqui chamado de coeficiente de difusdo efetivo. Assim, ao substituir as Eqgs.
(7.11) e (7.12) na Eq. (7.10), obtém-se:

0c(X, 2) 15 0

u(z)a—X =z [F(Z)T (7.13)

Para resolver a Eq. (7.13) através da técnica GILTT, o primeiro passo sera determinar o
problema de Sturm-Liouville associado. Para isso, sera aplicada a derivada do produto no
termo difusivo da Eq. (7.13) (WORTMANN et al., 2005). Vale destacar que as condigdes
de contorno nessa variavel sao homogéneas (fluxo nulo), e que o dominio em z é finito.

Assim,
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0c(X, 2) 1_p [OF(2) 0c(X, 2) 0%c(X, 2)

— = F 7.14
> R B S M (7:14)

Em seguida, aplica-se o problema associado a teoria de Sturm-Liouvile:

i(2) 2
522 + Xi(z) =0 (7.15)
Este problema possui a tradicional solu¢ao dada por:
o

Yi(z) = cos(Niz), onde \; = 1= 0,1,2,--- (7.17)

onde os autovalores \; e as autofungdes 1);(z) satisfazem as condigbes de ortogonalidade:

0 ,i#J

1
v RS IO L P (718)

onde N; e N; representam as normas das autofuncoes 1;, dada por:

N; = / V2 (z)dv (7.19)

A proxima etapa é expandir a concentragao ¢(X, z) numa série, sendo a solugao final dada

por:

o(X,z) = Z % (7.20)

onde A; , com ¢ =0,1,2,..., sao os coeficientes desconhecidos da série.
A seguir, aplica-se a Eq. (7.20) na Eq. (7.14) para determinar os coeficientes A;(X). Em
seguida, multiplica-se pelo operador integral \/—1? foh 1;(2)dz, resultando em:

J
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—

> D(2) ) dAX) & e L
([t - £l
(

_Z)} d,z} A(X)  (7.21)

—2'PN2F(2) N

Assim, reescrevendo a Eq. (7.21) na forma matricial, tem-se:

dA(X)

B X + EFA(X)=0 (7.22)
ou seja
dA(X)
S+ GAX) =0 (7.23)

onde A(X) = [Ag(X), A1(X), A3(X) - - -] representa o vetor coluna dos coeficientes desco-

nhecidos da Eq. (7.23), e G é a matriz dada por:

G=B"'E (7.24)

onde os elementos das matrizes B e E sao, respectivamente:

_ Yi(2)¥;(2)
by = /0 ) (7.25)

h 0i(z) ]
ei; :/0 %(Z) [2156222) \/]?;_N - 216)\?17(2)\;0% dz (726)

Sem perda de generalidade, tomou-se nas equagoes (7.25) e (7.26) os indices i e j variando
até o mesmo valor inteiro N. Desta forma, as matrizes B e E passam ser quadradas de
ordem N. Esse procedimento, facilita a obtencao da inversa da matriz B garantindo
que ela sempre sera simétrica, positiva e definida com elementos diagonais nao nulos
(KUMAR; SHARAN;, 2010).

A condigao inicial A;(0) é obtida ao se aplicar o mesmo procedimento utilizado para

expandir ¢(X, z), ou seja:
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- . %’(2)_ Q .
;Az(())m_u(z)é( hs) (7.27)

em seguida, aplica-se o operador integral \/LN_] foh Y;(2)dz a Eq. (7.27), resultando em:

> /0 Ai(O)%dp /0 %5(2—@)%@ (7.28)

Aplicando as condigoes de ortogonalidade da Eq. (7.18) e realizando as integragoes e
substituicoes adequadas, obtém-se:

Ap(0) = ,:/EQ¢O(hS) L i=0 (7.29)
Jo u(2)3(2)dz

- ViQuih) 20 30

T u()yR()de |

A seguir, a Eq. (7.23) é resolvida aplicando-se a transformada de Laplace, em relagao a
variavel X, e em seguida é utilizado o processo de diagonalizagdo (SEGATTO; VILHENA,
1999), o que resulta na seguinte solugao transformada:

sA(s) + GA(s) = A(0) (7.31)

A(s) = W(sI + D*)'W~A(0) (7.32)

onde G = WD*W~!e A é a variavel transformada (X — s).
Aplicando-se a transformada inversa de Laplace na Eq. (7.32), tem-se:

AX) =W {(sI +D*)~"} W A(0) (7.33)

onde .Z~! representa a transformada inversa de Laplace, A(X) a solugao do sistema de
EDO’s, D* representa a matriz diagonal dos autovalores, W a matriz das autofuncoes de
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G, W~ a sua inversa e I representa a matriz identidade.
Para avaliar os elementos da matriz solu¢do, a matriz (sI + D*) seré reescrita na sua

forma explicita:

s+di 0 - 0
0 s+dy -~ 0
(sI+D)=| o , (7.34)
0 0 - s+dy

onde d; representam os autovalores da matriz GG ou ainda os elementos da matriz diagonal

D* . Como a matriz (s + D*) é diagonal, a sua inversa ¢ dada por:

1
e ? 0
o 1 ... 0
(sI+D)'=| | T , (7.35)
0 0o - 1

s+dn *

Neste contexto, a transformada inversa de Laplace da matriz (sI + D*)~! é obtida expli-

citamente, e dada por:

) 0 0
0 B e 0
L (s I+ D)} = . {ﬁ@}' . (7.36)
0 0 e
ou seja,
e—Xd1 0 - 0
0 —Xda |, 0
e Ys1epy Yy = L T (7.37)
0 0 e~ Xdn

onde X ¢é dado por ¢' L vide Eq. (7.11), logo:
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o0 (5 )da 0 . 0
0 —t () 0
£ (sI+ D)} = | © . | (7.38)
0 0 B G L

A solugao apresentada pela Eq. (7.20) representa um grande avango na resolugao analitica
da equacao de adveccao-difusao fracionaria conforméavel. Ela utiliza uma combinacao do
método GILTT e derivadas conforméveis, o que torna a solugao obtida neste trabalho
mais abrangente do que a tradicional. Embora o coeficiente de difusao considerado neste
trabalho seja dependente apenas da variavel z (denotado por K(z)), o mesmo procedi-
mento pode ser aplicado para coeficientes que variam na direcao vertical e longitudinal,
isto é K(x, z).

7.3 DMeétodos numéricos de inversao da transformada de Laplace

Na literatura é possivel encontrar uma série de trabalhos que evidenciam a eficicia da
Transformada de Laplace na solugao de equagoes diferenciais de ordem inteira (COHEN,
2015; ABATE; CHOUDHURY; WHITT, 2000; SCHIFF, 1999; CANNON, 2003). A
técnica permite a transformacao de equacoes diferenciais em uma forma algébrica mais
simples e de facil manipulagao. No entanto, um dos principais desafios associados a essa
técnica é a inversao da solugao transformada, especialmente quando a sua inversa nao esta
tabulada, o que requer o célculo da integral de Bromwich no plano complexo. Apesar do
poder da analise complexa, esse procedimento pode se tornar complicado do ponto de
vista analitico, visto que determinar a localizagao e natureza das singularidades pode ser
dificil em muitas situagoes (PIESSENS, 1971). Neste contexto, torna-se necessario o uso
de métodos numeéricos para obter a transformada inversa de Laplace, e na literatura, exis-
tem diversas técnicas disponiveis. Para problemas relacionados a dispersao de poluentes,
os métodos Fived Talbot (ABATE; VALKO, 2004) e Quadratura Gaussiana (STROUD;
SECREST, 1966) sao frequentemente adotados com sucesso. Neste trabalho, a fim de
determinar a melhor técnica de inversao, empregaram-se tanto o método da Quadratura

Gaussiana quanto o Fized Talbot.

7.3.1 Inversao numérica por Quadratura Gaussiana

A quadratura Gaussiana é um método de integracao numeérica que possibilita a estimativa
da solucao de uma integral definida. Esse método envolve a selecao de pontos especificos
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Capitulo Sete 7.3.1 Inversao numérica por Quadratura Gaussiana

no dominio de integragdo, aos quais sao atribuidos pesos, onde a fungao é avaliada. Ao
utilizar esse método, realiza-se uma aproximagao da integral por meio de um somatoério, no
qual os pesos (ou coeficientes de ponderagao) e os pontos de quadratura estao intimamente
interligados (BURDEN; FAIRES, 2011).

Na regra da quadratura Gaussiana, supoe-se que as fungoes f(z) e w(z) sdo conhecidas e
definidas em um intervalo [a, b], bem como no conjunto de pontos {zg,x1,...,2z,}. Com
base nesses elementos, a integragao numérica por aproximacao pode ser obtida da seguinte

forma:

b n
I(f) = / f@yw(@)de = " wyf(zy) (7.39)

onde, wy e Ty Sa0 0s pesos e seus respectivos pontos.

O calculo da transformada inversa empregando esta regra tem o mesmo principio bésico,
no qual a integral complexa de inversao pode ser expressa em termos da soma de suas
partes. Segundo Stroud & Secrest (1966), a inversao numeérica da transformada de Laplace
via quadratura gaussiana é dada pela seguinte formula:

: / e P, s
— eP ——=dp = AL F(pn 7.40
i . ; (Pn) (7.40)

21t J o oo

onde i representa a unidade imaginaria, ¢ é um namero real positivo arbitrario e F (p) &
uma funcao analitica no semi-plano direito do plano complexo. As abscissas p, e pesos
A, com n =1,2,3,..., N sao obtidas de forma que a Eq. (7.40) seja exata sempre que a
fungao F(p) é um polindémio de 1/s com grau menor ou igual & 2N — 1. Neste ponto, a
formula de integracao gaussiana obtida, tera um grau de precisao de 2N — 1. De acordo
com (HEYDARIAN; ABAZARI; HOSEINI, 1981) as abcissas p,, s@o obtidas calculando

as raizes do seguinte polindémio

N
~1)N¥N(N —1)!
e os pesos A, da Eq. (7.40) podem ser calculados através da solugao de

al 1

g Anp," ==, 0<r<N-1 (7.42)
7!

n=1
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Capitulo Sete 7.3.1 Inversao numérica por Quadratura Gaussiana

Nao obstante, a transformada inversa de Laplace de uma fungao U(s), pode ser obtida
pela integral de Bromwich, dada por

1 Y+i0c0

w(t) = —/ U (s)ds (7.43)

210 ) ioo

onde v é escolhido de maneira que todos os pontos singulares de U(s) estejam a esquerda
de Re(s) =~ > 0 no plano no complexo. Para aplicar a formula de quadratura definida

pela Eq. (7.40), propoe-se uma mudanga de variavel na Eq. (7.43), dada por:

st=p (7.44)
e desta forma obtém-se
1 [ice »
tw(t) = 5 /7 v (;) dp (7.45)
ao reescrever a equagao (7.45), obtém-se:
teo(t) = QLM / _:o el Ef)) dp (7.46)

onde F(p) = pU (f) Desta forma, a fungao F'(p) presente na formula de quadratura

Gaussiana (7.40) esta relacionada com a fungao a ser invertida U (s) por meio da expressao:

F(p) = %U (%) (7.47)

onde t é a variavel que se deseja obter a inversao.

Neste contexto, é possivel obter uma aproximacgao numérica da integral de Bromwich
usando a técnica de quadratura Gaussiana. Portanto, a transformada inversa de Laplace
da funcao U(s) ¢ obtida da seguinte forma:

u(t) = {U(s)):s — t} = gAi (%) U (%) (7.48)
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Capitulo Sete 7.3.2 Inversao numeérica pelo método Fized Talbot

onde p; sao as raizes da quadratura e A; s@o os pesos, como descritos anteriormente. Vale
ressaltar que os pesos A; e as raizes p; sao numeros complexos e encontram-se tabulados
nos trabalhos de Salzer (1955), Salzer (1961) e Stroud & Secrest (1966).

7.3.2 Inversao numérica pelo método Fized Talbot

O método Fized Talbot (FT) é uma técnica numérica robusta e de facil implementa-
¢ao, utilizada para calcular aproximagoes da transformada inversa de Laplace (ABATE;
VALKO, 2004; VALKO; ABATE, 2004; TALBOT, 1979). Como j4 foi mencionado, um
dos principais desafios na obtencao da transformada inversa de Laplace reside no calculo
da integral de Bromwich, dada por:

271

Ft) = —— / T R (s) ds (7.49)

c—100

Isso ocorre porque, na maioria das vezes, essas integrais nao possuem solugao analitica
fechada para determinadas funcoes, o que dificulta o processo de obtencao da transfor-
mada inversa. Portanto, torna-se necessario aplicar métodos numéricos.

O principio fundamental do método Fized Talbot consiste em alterar o contorno da inte-
gral (7.49). Originalmente, esse contorno é representado por uma linha vertical, definida
por s = 7. + 1y., onde —oo < y. < 400 e o valor de 7, assume um valor fixo de forma a
garantir que todas as singularidades da transformagcao estejam a esquerda dele. Neste sen-
tido, é possivel deformar o contorno em qualquer trajetoria aberta que envolva o eixo real
negativo, desde que nao cruze nenhuma singularidade de F'(s) durante essa deformagao
do contorno. A deformacao do contorno facilita a convergéncia da integral de Bromwich,
uma vez que s torna-se grande e negativo, fazendo com que o termo e*! na integral se
torne muito pequeno.

Dessa forma, Talbot (1979) apresenta uma inovag¢ao ao sugerir uma parametrizagao espe-
cifica para este contorno modificado, expressa da seguinte maneira:

S(0r) =10 (cot() +i), —-m<O<m (7.50)
onde 0, = A’}—“ e r € um parametro determinado a partir de experimentos numeéricos e é
dado por r = 2%*. O valor de p é estabelecido por meio de simulagoes numéricas que

avaliam a convergéncia do modelo.

Dessa forma, a transformada inversa de Laplace da concentragao c(z, z,s) = Y .oy Gi(x, $);(2)
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¢ determinada como segue:

c(x,z,t) = ]\2* {%c(w, z,8)e"™ + 2 Re [ e(z, 2, S(6),))(1 + ia(@k))}} (7.51)
k=1

onde o(bx) = 0y + (0x cot(0x) — 1) cot(6y).
Conforme indicado por Abate & Valkoé (2004), o algoritmo FT proporciona resultados
com uma precisao de até M* digitos significativos. Neste contexto, M* denota o ntimero

de termos do somatoério do algoritmo FT.

7.4 Solucao da equacao de adveccao-difusao bidimensional tran-

siente conformavel

Nesta secao, sao propostas duas solugoes da equacao de advecgao-difusao transiente bidi-
mensional conformavel. A primeira conta com derivadas conformaveis nos termos tran-
siente e advectivo da equagao de advecgao-difusao bidimensional transiente, enquanto a
segunda incorpora derivadas conforméveis em todos os termos derivativos. Adicional-
mente, neste estudo, duas condigoes de fonte distintas foram utilizadas: uma continua e

outra de curta duragao.

7.4.1 Modelo com derivadas conformaveis nos termos transiente e advectivo

da equacao

Neste topico, serda abordada a resolucao da equacao de adveccao-difusao conformével bidi-
mensional transiente, por meio da aplicacao do método a-GILTT. Para tanto, a estrutura
matematica da equagao classica de advecgao-difusdo, representada pela Eq. (7.4), foi mo-
dificada por meio da insercao de operadores fracionarios nos termos transiente e advectivo
(GOULART et al., 2017; MOREIRA; MORET, 2018). A equagao resultante é expressa
por:

o 8
0%(z, z,t) +u(2>8 cé(axx,ﬁz,t) _ % (K(z)ac(x,z,t)

< .
D o > 0<a,B<1 (7.52)

para 0 < z < h, 0 < x < oo, et >0, onde h é a altura da CLP, u(z) é o perfil vertical
da velocidade do vento na direcao longitudinal, ¢ é a concentracao integrada lateralmente

do poluente passivo, K(z) é o coeficiente de difusdo vertical, e « e  s@o as ordens do
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operador fracionario. A Eq. (7.52) esta sujeita as seguintes condigoes de contorno:

oc
(2)5, =0, 2=0, (7.53)
com condi¢ao inicial,
c(r,2,0) =0, t=0 (7.54)
e a seguinte condi¢ao de fonte,
_ @ _
c(0,2z,t) = ——0(2 — hy), =0 (7.55)

onde () é a intensidade da fonte, hy é a altura da fonte e § é a fungao delta de Dirac.

O primeiro passo consiste em aplicar a derivada conformavel na Eq. (7.52) nos termos

transiente e advectivo, obtendo-se:
1_a0c(z, 2, 1)

PRSP = (K(Z)M) (7.56)

ou seja

1 Jc(z, z,t) 1 Oc(x,z,t) 0O dc(x, z,t)>

e e :&(K(z) = (7.57)

A fim de que a transformada de Laplace e o problema auxiliar de Sturm-Liouville pos-
sam ser aplicados, a mudanga de variavel proposta por Crank & Park (1968) é adotada,

conforme apresentado a seguir:

X = % o dX = 2P lde (7.58)
T=— . dTI=t""dt (7.59)
(6%

Dessa forma, ao substituir as Eq. (7.58) e Eq. (7.59) na Eq. (7.57), obtém-se:
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dc(X, z,T) oe(X,z,T) 0 de(X, z, T))

or T ax :é(K(Z) i (7.60)

Em seguida, aplica-se a transformada de Laplace na Eq. (7.60) em rela¢ao a variavel

temporal T":

sé(X, z,s) — (X, 2,0) + u(z)% = % (K(z)M) (7.61)

onde ¢ é a concentracao transformada (7" — s).

Para resolver a Eq. (7.61) com a técnica GILTT na variavel z, é necessario aplicar a
derivada do produto no termo difusivo. E importante ressaltar que, para isso, as condicoes
de contorno nesta variavel devem ser homogéneas e que o dominio em 2 deve ser finito,

resultando em:

0e(X,z,5)  0K(z)0e(X,z,s)
0X 0z 0z

0%¢(X, z, s)
022

s¢(X,z,8) — (X, 2,0) + u(2) + K(2) (7.62)

Em seguida, aplica-se o problema associado a teoria de Sturm-Liouvile:

g2 T Mpi(2) =0 0<z<h (7.63)
Yi(z) =0, z=0,h (7.64)

cuja solucao é:
Yi(z) = cos(Niz), onde \; = %T; 1=0,1,2,--- (7.65)

onde os autovalores \; e as autofungdes 1);(z) satisfazem as condigbes de ortogonalidade:

0 ,i#J

1
Wi—\/ﬁj/v%(z)wj(z)dv Vi (7.66)
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em que N; denota as normas das autofuncoes v;, que sao dadas por:

N = / 2 (2)dv (7.67)

O proximo passo é expandir a concentracao ¢ em uma série, dada por:

&(X, 2, 8) = Z % (7.68)

e substituir na Eq. (7.62), resultando em:

= G(X, 5)v ; aZX = G(X )25
) Pk = TR S B =
i=0 Vi VN: =0 Ni
= —Z(X,s ) et
(2) ) (7.69)
=0 Z
Como 825”—5 —A24);(2), substitui-se na Eq. (7.69), o que resulta em:
0 = oo~ Oi(2)
SZ ¢i(X, s); ZQ/JZ (90,Xs (9K ZCZ (X, s) 5
i=0 Vi VN - i=0 Vi
1 2Gi(X 8)Yi(2)
-K P 7.70
03 e (770
Em seguida, aplica-se na Eq. (7.70) o operador integral:
(7.71)

resultando em,
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> 1 8m CzXS) " 2
> TR ox [ wmi e+ Y- S [ R

G(X,s) [M"OK(2)du(2)
Z VNiy/N;j Jo 0z 0z

YP;(2)dz =0 (7.72)

Reescrevendo a Eq. (7.72) na forma matricial, obtém-se:

P(?Y(X, s)

s TFY(X.5) =0 (7.73)

onde Y(X,s) = [El (X,s), &2(X, s), e3(X, s) - ] representa o vetor coluna dos coeficientes

desconhecidos da Eq. (7.73), e os elementos das matrizes P e F' sdo, respectivamente:

¥i(z)dz (7.74)

1 h
= —— u(z z
Pij /—NiNj/O (G

IR VU i LI
o= L] o - [ BB ] e

Sem perda de generalidade, tomou-se nas Eqs. (7.74) e (7.75) os indices ¢ e j variando até
o mesmo valor inteiro N. Desta forma, as matrizes P e F' passam ser quadradas de ordem
N. Esse procedimento facilita a obten¢ao da inversa da matriz P garantindo que ela
sempre serd simétrica, positiva e definida com elementos diagonais nao nulos (KUMAR,;
SHARAN, 2010). Para calcular as integrais presentes nas matrizes P e F ¢é utilizado o
método de quadratura de Gauss-Legendre.

Assumindo que H = P7'F, tem-se,

Y (X, s)

———= + HY(X,s) = .
X + (X,s)=0 (7.76)

Para obter a condigdo necessaria para a solugao da Eq. (7.76), aplica-se a transformada

de Laplace na condi¢ao de fonte em relagao a variavel T', ou seja:

Q6(z — hs) 1

u(z) s

c(0,z,8) = (7.77)
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e em seguida, aplica-se a GITT na Eq. (7.77), e a variavel ¢ é entao expandida,

i ¥i(2)e(0,5) _ Q(z—hy) 1 (7.78)

2UN, e s

Logo apos, aplica-se o operador transformada integral (vide Eq. 7.71), obtendo-se,

/% (2 Q 1/0 6(z — h)t(2) (7.79)

\/W \/_s

Assim, resolvendo-se a integral e aplicando-se as simplificacoes possiveis, obtém-se a con-
digao de fonte,

Y(O,S) _ 1 Qw](hs)

Sulho) /N

(7.80)

A seguir, a Eq. (7.76) é resolvida aplicando-se a transformada de Laplace na variavel X
(X — 1),

rY(r,s) —Y(0,5) + HY (r,5) =0 (7.81)

ou seja,

rY (r,s)+ HY (r,s) = Y (0, ) (7.82)

Assumindo que a matriz H é nao-defectiva, emprega-se o processo de diagonalizacao e

decompoe-se a matriz H na forma:

H=GD*G™* (7.83)

onde D* é a matriz diagonal de autovalores de H, e G é a matriz diagonal dos respectivos

autovetores. Assim, a Eq. (7.82) assume a seguinte forma:
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rY (r,s) + GD*G 'Y (r,s) = Y(0, s) (7.84)

Rearranjando a Eq. (7.84), tem-se:

(rl + GD*G™") Y (r,s) =Y (0,s) (7.85)

onde I é a matriz identidade. Por conveniéncia, pode-se reescrever I como GG~! e assim,

a Eq. (7.85) assume a forma:

(rGG™' 4+ GD*G™") Y (r,s) =Y(0,s) (7.86)

ou seja,

G(rl +D*)G 'Y (r,s) =Y(0,s) (7.87)
Ao multiplicar ambos os lados da Eq. (7.87) por G (rI + D*)"' G~ | tem-se:

Y(r,s) =G (rI+D*) " G7'Y(0,s) (7.88)

Aplicando-se a transformada inversa de Laplace, aqui representada por £, na Eq.
(7.88), obtém-se:

LY (r,8)} = L7 {G(r T+ D) GTY(0,5)} (7.89)

Como G e Y(0, s) sao constantes em r, tem-se,

Y(X,s)=GZL{(rI + D)} G'Y(0,5) (7.90)

com o objetivo de avaliar os elementos da matriz solugao, a matriz (rI + D*) sera reescrita

na sua forma explicita:
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r+d, 0 -0
0 r+dy, - 0
rI+D")=| o _ (7.91)
0 0 - r+dy

onde (rl + D*) é uma matriz diagonal, cujos elementos da diagonal principal sdo r +d; ,
sendo d; os autovalores da matriz H. Como a matriz (r/ + D*) é diagonal, a sua inversa

¢ dada por:

r+1d1 0
0o - ... 0
(rI+D) = R (7.92)
1
0 0o - i

Neste contexto, a transformada inversa de Laplace da matriz (r] + D*)_l é obtida expli-

citamente, e dada por:

2} 0 0
0 g g 0
L (r I+ D)) = " {ﬁd? } . (7.93)
0 0 2 {=x
ou seja,
e~ X 0 0
0 e—Xd2 . 0
J(X)=LHrI+D) = . o , (7.94)
0 0 e~ Xdn

onde X é dado por % (vide Eq. (7.58)). Logo:
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i 0
T 0
J*(z) rI+D")} . (7.95)
0 0 o5y

Finalmente, a solu¢do do problema transformado, descrito na Eq. (7.85), é obtida pela
substitui¢do da matriz, obtida na Eq. (7.95), na Eq. (7.90),

Y(z,s) = GJ*(2)G7Y(0, s) (7.96)

No intuito de evitar a inversao da matriz G, adotou-se o procedimento descrito no trabalho
de Segatto & Vilhena (1999). Dessa forma, a Eq. (7.96) pode ser reescrita como:

Y(z,s) = GJ"(x)¢" (7.97)

onde os valores dos vetores {* s@o obtidos resolvendo o sistema linear G¢* = Y(0, s)
via decomposigdo LU. Uma vez que o vetor Y (z,s) foi obtido, é possivel encontrar a
concentragao do poluente ¢(x, z,T). Neste estudo, para identificar a técnica de inversao
mais eficaz, foi empregado o método da Quadratura Gaussiana e o Fized Talbot.

Ao aplicar a transformada inversa de Laplace utilizando a quadratura de Gauss, conforme
descrito na Eq. (7.48), obtém-se:

(7.98)

é‘ﬂl"ﬁ
N §

c(z,z,T) ZAk<pk)iEx’

=1 =0

onde T é dado por %, vide Eq. (7.59). Logo,

c(x,z,t) = i Ay (apk) i (= %) (Z) (7.99)

=0

onde Ay e Py sdo, respectivamente, os pesos e os pontos de colocacao da quadratura de
Gauss, e M o numero de pontos de quadratura.
De forma similar, ao aplicar o método de inversao Fixed Talbot, descrito pela Eq. (7.51),

para a concentracao c(z,z,s) =y~ &(z, s)i;(z), obtém-se:
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c(x,z,T) = ]\2* {%c(a:, z,8)eT + Zi Re [eTS(e’“)c(:E,z, S(01))(1 + io(6y))] } , (7.100)

onde T' é representado por %, conforme a Eq. (7.59). Assim,

t*S(60y)

c(x,z,t) = ]\2* {%c(x, z, s)e% + i Re [e o (w2, 5(0k))(1 + ia(@k))] } . (7.101)

onde M* denota o ntiimero de termos do somatorio do algoritmo FT.

7.4.2 Modelo com derivadas conformaveis em todos os termos derivativos

da equacao.

Nesta secao, sera apresentada a solucao da equagao bidimensional transiente de advecgao-
difusao conformavel, com a inclusao de derivadas conformaveis em todos os termos deriva-
tivos, por meio da aplicagao do método a-GILTT. Neste sentido, a estrutura matemaética
da equagao cléassica de advecgao-difusao, como mostrada na Eq. (7.4), foi modificada pela
introdugao de derivadas confomes em todos os termos derivativos da equagdo (GOULART
et al., 2017, MOREIRA; MORET, 2018). A equagao obtida pode ser expressa da seguinte

forma:

0%(x, z,t) oPe(x,z,t) 0 (K(z)mc(aﬁ, z,t)

St hra— < .
S + u(2) 5P 5 57 ) 0<a,p,7<1 (7.102)

para 0 < z < h, 0 <z < o00,et >0, onde h é a altura da CLP, u é o perfil vertical
da velocidade do vento na direcao longitudinal, ¢ é a concentragao integrada lateralmente
do poluente passivo, K(z) é o coeficiente de difusao vertical e «, 5 e v sdo as ordens dos
operadores fracionarios. A Eq. (7.102) esta sujeita as seguintes condigbes de contorno:

K(z)% =0, 2=0,h (7.103)

com condic¢ao inicial,

67



Capitulo Sete  7.4.2 Modelo com derivadas conforméveis em todos os termos derivativos da equagao.

c(r,2,0) =0, t=0 (7.104)
e as seguintes condi¢oes de fonte:
a)fonte continua:
c(0,z,t) = i(5(2 —hg), =0 (7.105)
Y ) u(z) Y
b)fonte de curta duragao:
_ @ _
c(0, z,t) = n(t) —n(t—1t.)]6(z —hs), =0 (7.106)

onde @) é a intensidade da fonte, h é a altura da fonte e ¢ é a funcao delta de Dirac, n é
a funcao de Heaviside e t, é a duragao da liberagao.

O primeiro passo, consiste em aplicar a derivada conformével a Eq. (7.102) nos termos
transiente, advectivo e difusivo, obtendo-se:

_,0c(z, 2, t) _g0c(x,z,t) 0 _0c(x, z, 1)
1-a el 1-8 ) — 1—v ad)
t 5 +u(z)z 5 5 K(2)z — 5 (7.107)
ou seja
1 Oc(x, z,t)

(7.108)

1 dc(z,z,t) 0 (K(z)@c(w,z,t))

to-1 ot + u(z)x5_1 or T 0z \ -t 0z

Para aplicar a transformada de Laplace e o problema auxiliar de Sturm-Liouvile, é adotada

a mudanga de variavel proposta por Crank & Park (1968), dada por:

xﬁ
X = 5 dX =27 dx (7.109)
2 a—1
T=— . dT =t"""'dt (7.110)
(6%

Dessa forma, ao substituir as Eq. (7.109) e Eq. (7.110) na Eq. (7.108), obtém-se:
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de(X,2,T) 9 (K(Z) 30(X727T)) (7.111)

Je(X, 2,T) () 0
orT Ui 0X 9z \ 21 0z

A fim de obter-se uma solugao mais geral da Eq. (7.111) sera levada em conta a seguinte

igualdade:
K(2)

271

F(z) = = Kelee (7.112)

onde K¢/ & aqui denominado de coeficiente de difusao efetivo. Assim, ao substituir a
Eq. (7.112) na Eq. (7.111), obtém-se:

Oc(X, z,T)

- Je(X,2,T) 0 (F<z)ac(X,z,T)) (7.113)

tuld) =% = a; 92

Em seguida aplica-se a transformada de Laplace na Eq. (7.113) em relagao a variavel

temporal T":

SE(X, 2 5) — (X, 2,0) + “@W - % (F(Z)M) (7.114)

onde ¢ é a concentragao transformada (T — s).
Para resolver a Eq. (7.114) com a técnica GILTT na variavel z, é necessario aplicar a
derivada do produto no termo difusivo. Vale destacar que as condi¢oes de contorno nesta

variavel devem ser homogéneas e que o dominio em 2z é finito, resultando em:

0¢(X, z, ) _ OF(z) 0¢(X, z, s)

s¢(X, z,8) — (X, 2,0) + u(z)

0X 0z 0z

0%¢(X, z, s)

F(z)——2"~2 7.115

HP(:) (7.115)

Em seguida, aplica-se o problema associado a teoria de Sturm-Liouvile:
0

vilz) +A(2) =0 0<z<h (7.116)
022

Yi(2) =0, 2=0,h (7.117)
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cuja solucao é:

Yi(z) = cos(\iz), onde \; = %; i=0,1,2,--- (7.118)

onde os autovalores \; e ¥;(z) as autofungoes satisfazem as condigdes de ortogonalidade:

1 / 0 ,i#y
———— [ i(2)Y(2)dv = (7.119)
VNi/Nj Jo ! 1 ,i=j
onde N; representa as normas das autofuncgoes 1;, dada por:
N; = / Vi (2)dv (7.120)

O proéximo passo é expandir a concentracao ¢ em uma série, dada por:

&(X, 2, 8) = Z M (7.121)

e substituir na Eq. (7.115), obtendo-se:

: i(2) — ¥i(2) 9a(X,s)  OF(2) x~ Gi(X, 8) 7,
o VN; —i—u(z); VN, 0X 0z Z Nia

(Va)
[M]¢
ol
I
V)
=

1=0

+F(2) Z Tg (7.122)

D% ahi(
5.2

Como *3* 2) = —A21);(2), substitui-se na Eq. (7.122), o que resulta em:
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L EG(X, s)i(z Vi(2) 96(X, s) aF X G(X,s) 24l
s + u(z) -
I Vv s e S Vv

QCi X7 S)¢z(z)
—F(2) ZO A\ B, S (7.123)

Em seguida, aplica-se na Eq. (7.123) o operador integral:

(7.124)

resultando em

- 1 0¢;(X, s) B cZXs) hs 2 B Vb ()b (2) o
fo S [ e+ 3 S [N N e

Z \j_X\/S_ giz> a%if)%(z)dz =0 (7.125)

Reescrevendo-se a Eq. (7.125) na forma matricial, obtém-se:

Y (X, 5)

AaX

+BY(X,s)=0 (7.126)

onde Y(X,s) = [(‘:1 (X, s), ca( X, 5), c3(X,s) - ] representa o vetor coluna dos coeficientes

desconhecidos da Eq. (7.126), e os elementos das matrizes A e B sao, respectivamente:

2)(2)dz (7.127)

aijz\/%/o u(z)i(z) J

— " 2 ( )(377/12( )
bij = [/0 (s + A F(2))¢i(2)¢j(2)dz — /0 i Y;(2)dz (7.128)
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Sem perda de generalidade, tomou-se nas Eqgs. (7.127) e (7.128) os indices ¢ e j variando
até o mesmo valor inteiro IN. Desta forma, as matrizes A e B passam ser quadradas de
ordem N. Esse procedimento facilita a obtengao da inversa da matriz A garantindo que ela
sempre serd simétrica, positiva e definida com elementos diagonais nao nulos (KUMAR,;
SHARAN, 2010). Para calcular as integrais presentes nas matrizes A e B é utilizado o
método de quadratura de Gauss-Legendre. Tomando ¢ = A™' B, tem-se,

Y (X, s)
0X

Neste estudo, duas condi¢oes de fonte foram empregadas: uma continua e outra de curta

+9Y (x,s) =0 (7.129)

duragao, a fim de que a condigao inicial necesséaria para a solugdo da Eq. (7.129) fosse
obtida. Para a fonte continua, serd aplicada a Eq. (7.80) obtida na se¢do 7.4. Para a
fonte de curta duragao, a condigao inicial foi determinada seguindo o procedimento da

GITT.
Inicialmente, a transformada de Laplace foi aplicada em relacao & variavel ¢, ou seja:

&0, 2, 5) = Q3(z — hs) (1 _e_m) (7.130)

u(2) s

e em seguida, aplica-se a GITT na Eq. (7.130), e a variavel ¢ é entao expandida,

 i(2)¢(0,s)  QO(z—hy) (1 —e
; VN, u(2) ( S ) (7.131)

Logo apos, aplica-se o operador transformada integral (dado pela Eq. 7.124), obtendo-se,

/ Gi(2) s 2 Q (1 - e—str> /Oh §(z — hs)z/;j(z)dz (7.132)

> ROANE

Assim, ao resolver a integral e aplicar as simplificagoes possiveis, a condi¢ao de fonte é
obtida

o (Lo _Quh)
Y (0, )_< ; )u(hs)\/ﬁj (7.133)

Finalmente, o problema representado pela Eq. (7.129) pode ser resolvido usando a técnica

da Transformada de Laplace combinada com a diagonalizacao, conforme descrito por
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Segatto & Vilhena (1999) e apresentado na segao 7.4.
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Capitulo Oito

Experimentos, Parametrizacoes e Métodos Estatisticos

Aplicados na Validacao dos Modelos

Com o objetivo de verificar a validade dos modelos matematicos propostos neste trabalho,
os dados experimentais de Copenhagen (GRYNING; LYCK, 1984) e de Prairie Grass
(BARAD, 1958) serao utilizados como base para comparar com os resultados gerados
pelas solugoes obtidas no Capitulo sete. Além disso, a avaliacao estatistica da performance
dos modelos serd conduzida por meio do procedimento de bootstrap, conforme descrito
por Hanna (1989). Nesse processo, serao comparados os dados simulados com os dados

observados.

8.1 Experimento de Copenhagen

Os experimentos de dispersao atmosférica de Copenhagen foram conduzidos na cidade
de Gladsaxe, situado ao norte da cidade de Copenhagen. Durante os ensaios, o tragador
quimico Hexafluoreto de Enxofre (SFg) foi liberado a uma vazao constante sem empuxo de
uma torre de TV com altura de 115 metros, em condi¢oes atmosféricas neutras e instéaveis.

A taxa de vazao do tracador variou de 2,4 a 4,7 g.s~!

em diferentes experimentos. As
amostras foram coletadas no nivel do solo (z = 2m) por 60 coletores posicionados em trés
arcos concéntricos perpendiculares a direcao dos ventos médios, em distancias radiais de
2,4 e 6 km. Na Figura 8.1, é possivel observar que cada arco continha aproximadamente

20 unidades de amostragem, representadas por circulos.

s
°  @STERBRO

o
& NERREBRO

Figura 8.1: Representacao esquematica do experimento de Copenhagen. As posigoes das unida-
des de amostragem do rastreador estao representadas na ilustragao através de circulos.
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Capitulo Oito 8.1. Experimento de Copenhagen

O tragador (SFg) foi liberado uma hora antes do inicio do processo de coleta nas fontes
de amostragem, e o tempo médio de exposi¢cao dos receptores foi de 1 hora. A area onde
o experimento foi conduzido era predominantemente residencial, com comprimento de
rugosidade de 0,6 m. Durante os experimentos, foram realizadas medi¢oes meteorologi-
cas, incluindo coleta de dados por radiossondas, registro das flutuagoes tridimensionais
da velocidade do vento na altura da liberacao e medi¢oes do perfil médio do vento e da
temperatura na éarea de liberacao. A partir dos dados resultantes dessas medicoes, foram
derivados os valores da velocidade média do vento na altura da liberacao, a altura de
mistura e os comprimentos de Obukhov (GRYNING, 1981).

Durante o processo de coleta, amostradores automaticos foram utilizados para coletar trés
amostras de ar, cada uma delas armazenada em um saco individual. Cada amostra foi co-
letada por 20 minutos, totalizando aproximadamente uma hora de tempo de amostragem.
As amostras coletadas foram posteriormente analisadas por cromatégrafo a gas com de-
tector de captura de elétrons. Abaixo, as Tabelas 8.1 e 8.2 apresentam, respectivamente,

os dados meteoroldgicos e as concentragoes maximas observadas durante o experimento.

Tabela 8.1: Parametros micrometeoroldgicos dos Experimentos de Copenhagen

Experimento  @(m/s) wu«(m/s) L(m) w.(m/s) h(m)

1 34 0,37 46 18 1980
2 1,6 0,74  -384 1,8 1920
3 5,0 0,39  -108 1,3 1120
4 4,6 0,39  -173 0,7 390
5 6,7 046  -577 0,7 820
6 13,2 1,07 -569 2,0 1300
7 7.6 065  -136 2,2 1850
8 9,4 0,70 72 2,2 810
9 10,5 0,77  -382 1,9 2090

Fonte: Gryning e Lyck, 2002

onde u representa a velocidade média do vento (m/s), u, representa a velocidade de fricgao
(m/s), L é o comprimento de Obukhov (m), w, é a escala de velocidade convectiva vertical
(m/s), hs é a altura da fonte (m) e h é a altura (m) da CLP.

75



Capitulo Oito 8.1. Experimento de Copenhagen

Tabela 8.2: Concentragoes observadas para o experimentos de Copenhagen em diferentes distan-
cias da fonte, normalizadas pela taxa de emissao (c¢/Q).

Exp. Distancia (m) c (10~%sm=2)

1 1900 6.48
3700 2.31
2100 5.38
2 4200 2.95
1900 8.20
3 3700 6.22
5400 4.30
4 4000 11.66
2100 6.72
) 4200 5.84
6100 4.97
2000 3.96
6 4200 2.22
5900 1.83
2000 6.70
7 4100 3.25
5300 2.23
1900 4.16
8 3600 2.02
5300 1.52
2100 4.58
9 4200 3.11
6000 2.59

Fonte: Gryning e Lyck, 2002

Todavia, para a solucao da equagao de advecgao-difusao conformével bidimensional tran-
siente foram tomadas medidas de concentragoes e dados micrometeorolégicos com maior
resolu¢ao temporal do que o habitual (TTRABASSI; RIZZA, 1997). As concentragoes
foram obtidas com médias de 20 minutos na segunda hora (1 h apods a liberacdo do
gas na atmosfera), enquanto os dados micrometeorolégicos foram obtidos com médias de
10 minutos. As Tabelas 8.3, 8.5 e 8.4 apresentam, para oito experimentos diferentes,
a altura da camada limite planetaria (h) (com um tnico valor para cada execugao), o
comprimento de Monin-Obukhov (L) e a velocidade de atrito (u,), respectivamente, uti-
lizados nas simulagoes. Para calcular a velocidade convectiva (wy), foi utilizada a relagao
w, Juy = (—h/kL)"® (onde k ~ 0,4, é a constante de von Karman).

Tabela 8.3: Altura da camada limite planetaria h(m) nos experimentos de Copenhagen.

Experimentos de Copenhagen 1 2 3 4 5 7 8 9
h (m) 1980 1920 1120 1120 390 1850 810 2090
Fonte: Gryning e Lyck, 2002
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Tabela 8.5: Velocidade de fric¢ao us (m/s) para diferentes passos de tempo nos experimentos de
Copenhagen. Todos os passos correspondem a 10 min.

Experimentos de Copenhagen
Passo de tempo 1 2 3 4 5 7 8 9
1 0.36 0.68 0.46 0.56 0.58 0.48 0.65 0.72
0.37 0.67 045 051 0.52 048 0.79 0.73
0.40 0.81 047 0.37 0.51 0.57 0.67 0.60
0.43 0.68 0.39 044 0.58 0.62 0.67 0.59
0.35 0.75 0.39 048 0.59 0.53 0.68 0.65
0.34 0.74 040 048 0.52 0.65 0.65 0.71
0.42 0.76 040 0.39 0.52 0.63 0.68 0.73
0.43 0.82 041 040 0.45 0.65 0.67 0.73
0.40 0.76 0.31 0.39 044 0.66 0.73 0.73
0.37 0.73 034 039 044 0.62 0.73 0.66
0.35 0.69 0.39 0.39 0.44 0.52 0.75 0.67
0.36 0.66 0.40 0.39 0.43 0.62 0.69 0.74
Fonte: Gryning e Lyck, 2002

© 00 ~J O U = W N

I
NN = O

Tabela 8.4: Comprimento de Monin-Obukhov L (m) para diferentes passos de tempo nos expe-
rimentos de Copenhagen. Todos os passos correspondem a 10 min.

Experimentos de Copenhagen
Passo de tempo | 1 2 3 4 5 7 8 9
1 -26 178 -152 75 492 71 71 793
2 -23 =227 -194 42 215 -80 -85 471
3 -83 -311 -106 -23 -368 -64 -47 -202
4 -42  -160 -101 -32 -735 -111 -49 -366
5 -36 -203 -129 -71  -366 -177 -45 -633
6 -42  -286 -70 -80 -273 -67 -63 -1358
7 -47 -155 -83 -83 -273 -87 -41 -593
8 -38  -228 -60 -101 -262 -71 -47 -471
9 -83 -184 -106 -129 -395 -56 -70 -389
11 -32 -133  -101 -129 -395 -215 -52 -262
10 -21 -389 42 -129 -395 -111 -64 -375
12 -29 375 -70 -129 -759 -123 -39 -252

Fonte: Gryning e Lyck, 2002

8.2 Experimento de Prairie Grass

O Experimento de Prairie Grass foi realizado em O’Neill, Nebraska, sob condi¢oes atmos-
féricas estaveis e instaveis, durante o verdo de 1956 (BARAD, 1958). E constituido por
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um conjunto padrao de observagoes (68 experimentos) amplamente utilizado na validagao
de modelos de dispersao. Durante o ensaio experimental, o dioxido de enxofre (SO,) foi
liberado de uma fonte pontual continua a uma altura de 0,46 m (exceto os experimentos
de 65 a 68) do solo. As medigoes de concentragao foram realizadas a uma altura de 1,5 m
ao longo de arcos concéntricos situados em intervalos de 50, 100, 200, 400 e 800 m. Por
se tratar de um terreno praticamente plano, o comprimento da rugosidade superficial é
de 0,6 cm.

Os dados estao disponiveis para aproximadamente 68 experimentos de difusao realizados
em uma ampla variedade de condi¢oes climaticas. Cerca de metade desses experimen-
tos refere-se a estratificacdo térmica instével (diurna), enquanto o restante foi obtido em
condigoes estaveis (noturnas), na presenca de inversoes de temperatura. Os perfis de tem-
peratura obtidos através de radiossondagem e sondagens de aeronaves foram utilizados
para calcular h, enquanto o u, e L foram determinados a partir dos perfis de velocidade
e temperatura do vento medidos entre 0,25 e 16 m (NIEUWSTADT, 1978). Os valo-
res apresentados na Tabela 8.6 exibem os dados meteorologicos e as taxas de emissao
do tragador que serdo aplicados ao modelo, nos casos em que a condigdo —h/L > 10 é
satisfeita.

Tabela 8.6: Pardmetros meteorolégicos e taxas de emissao do tragador do experimento de Prairie-
Grass (Casos instaveis).

Experimento L(m) h(m) w«<(m/s) wu.(m/s) Q(g/s)

1 9 260 0,84 3.2 82
5 28 780 1,64 7,0 78
7 10 1340 2,27 5,1 90
8 18 1380 1,87 5,4 91
9 31 550 1,70 8,4 92
10 11 950 2,01 5,4 92
15 8 80 0,70 3,8 96
16 5 1060 2,03 3,6 93
19 28 650 1,58 7.2 102
20 62 710 1,92 11,3 102
25 6 650 1,35 3,2 104
26 32 900 1,86 7.8 98
27 30 1280 2,08 7.6 99
30 39 1560 2,23 8,5 98
43 16 600 1,66 6,1 99
44 25 1450 2,20 7.2 101
49 28 550 1,73 8,0 102
50 26 750 1,91 8,0 103
51 40 1880 2,30 8,0 102
61 38 450 1,65 9,3 102

Fonte: Barad, 1958
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8.3 Indices estatisticos

Com o objetivo de verificar a confiabilidade das parametrizagoes e dos resultados obtidos
por meio dos modelos propostos neste trabalho, foi aplicado um conjunto de indicadores
estatisticos desenvolvidos por Hanna (1989). Esses indicadores sdo amplamente utilizados
na comunidade cientifica em estudos relacionados a dispersao de poluentes atmosféricos e
sao recomendados pela Agéncia de Protecao Ambiental (USEPA), pela Forga Aérea dos
Estados Unidos (US Air Force) e pelo Instituto Americano de Petroleo (API).

A seguir, sao descritos os indicadores estatisticos utilizados neste estudo e seus respectivos
valores de referéncia. Nas expressoes a seguir, as varidveis com subscrito o e p indicam,
respectivamente, as quantidades observadas e previstas, ¢ representa a concentracao do
poluente integrada lateralmente, a barra superior (¢) representa a média do conjunto de

dados e o o desvio padrao.

8.3.1 Erro quadratico médio normalizado (NMSE)

Esse parametro indica os desvios que existem entre as concentracoes preditas pelo mo-
delo e aquelas obtidas através do experimento. A normatizacao desse indice faz com
que o erro independa da grandeza dos dados, tornando-a estatisticamente adimensional.
Quanto mais proximo de zero for o valor desse pardmetro, maior sera a confiabilidade do
modelo. Esse parametro é calculado por:

NMSE = @ (8.1)

Co Cp

8.3.2  Fator de dois (FAT2)

Esse parametro indica a fragao de dados (%) que estao compreendidos entre 0,5 e 2. Um

modelo ideal teria um valor 6timo igual a um. Seu célculo ¢é realizado por meio da razao:
p
0,6 < =<2 (8.2)

Co

8.3.3 Coeficiente de correlagao (COR)

Esse indice indica o grau de similitude entre os comportamentos das concentracoes obser-
vadas e preditas. O valor 1 garante um bom desempenho do modelo. E obtido através da

relacao:
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COR — (co —C5) (cp — Cp) (8.3)

0o0p

8.3.4 Fragao de inclinagao (FB)

Esse indice aponta se o modelo tende a superestimar ou subestimar as concentragoes ob-
servadas. Quanto mais proximo do valor de referéncia 0, melhor serd o desempenho do
modelo. Nesse contexto, se F'B > 0, o modelo subestima as concentragoes e se F'B < 0,

o modelo superestima as concentracoes. O indice é obtido pela seguinte relacgao:

o —

FB= —F+——
0,5 (¢ + ¢p)

(8.4)

8.3.5 Desvio fracional padrao (FS)

E um indicador estatistico que avalia a variabilidade relativa entre as concentracoes predi-
tas pelo modelo e aquelas obtidas experimentalmente. Esse indice demonstra o quao bem
o modelo é capaz de capturar a variabilidade das concentracoes observadas e, portanto,
quanto menor o desvio fracional padrao, melhor sera o desempenho do modelo. E obtido

através da relacgao:
To — Op

FS= ————
0,5 (0, + 0p)

(8.5)

8.4 Parametrizacao da Turbuléncia Atmosférica

Na modelagem da dispersao de poluentes, os coeficientes de difusao presentes na equacao
de adveccao-difusao representam a influéncia da turbuléncia na CLP. Esses coeficientes
sao fundamentais para o sucesso do modelo, pois sao uma aproximacao fisica da natureza
do fenémeno turbulento e permitem relacionar os modelos matematicos com a realidade
fisica. Portanto, a escolha adequada dos parametros turbulentos e sua relagao com a es-
trutura da camada limite planetéaria sao cruciais para garantir a confiabilidade do modelo.
Para os modelos propostos neste trabalho, utilizaram-se os coeficientes de difusao verti-
cal conforme sugerido por Degrazia, Velho & Carvalho (1997) e Troen & Mahrt (1986).
O coeficiente de difusdo proposto por Degrazia, Velho & Carvalho (1997) foi derivado a
partir da teoria da difusao estatistica de Taylor e do espectro de energia turbulenta. Esta
abordagem ¢é aplicavel em toda a CLP e é adequada para longos periodos de difusao,

sendo expressa por:
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K, (2) = 0,22 (w.h) [% (1 . %)} v {1 —exp (—%) ~0,0003 exp (8—:)1 (8.6)

onde h representa a altura da camada convectiva, w, é a velocidade convectiva e z repre-
senta a altura acima do solo.

Por outro lado, o modelo descrito no artigo de Troen & Mahrt (1986) propde uma ex-
pressao em que as difusividades turbulentas apresentam um perfil prescrito em funcao de
z/h, com parametros de escala derivados de argumentos de similaridade. Ele é aplicavel
em toda a CLP instavel e é calculado pela expressao:

K. (2) = kw,z (1 - %) , (8.7)

onde k = 0,4 representa a constante de Von Karman.

8.5 Perfil do vento

No ambito deste estudo, foram adotados dois modelos para descrever o comportamento
dos ventos na solucao obtida. O primeiro modelo utiliza um perfil logaritmico para a ve-
locidade média do vento, o qual é baseado na Teoria de Similaridade de Monin-Obukhov
(MONIN; OBUKHOV, 1954). De acordo com essa teoria, quando as variaveis meteo-
rolégicas sao normalizadas usando as combinagoes adequadas de u, e L, elas se tornam
fungoes universais de z/L, onde z é a altura acima do solo e L é o comprimento de

Obukhov. Assim, obtém-se a partir da similaridade a seguinte relacao para o perfil médio

da componente horizontal do vento (MOREIRA; TIRABASSI; MORAES, 2008):
ou  wu z
o= () -
0z  kz L)’ (88)
onde A,, representa a fungao adimensional do gradiente da velocidade do vento. Integrando-

se a Eq.(8.8) entre z e zy obtém-se a relagao para o perfil vertical da componente horizontal
do vento:

= % {m <Z30> —, (%)} se 2 < 2, (8.9)

onde zy é o comprimento de rugosidade, z, = min [|L|,0.1h] e ¥, é a fungao de estabili-

dade dada por:

1
U, (3) = 4,7 (%) para = > 0 (8.10)
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1+ a? 1+a2%)\° 1
\Ilm(i):hl( T >+ln( —Ex)—2arctanx+gparaz<0 (8.11)

onde r = (1 — 15%)1/4.

E importante destacar que, em uma atmosfera adiabatica (¥,, = 0), se torna logarit-
mico. Nos demais casos, este sera corrigido pela fungao de estabilidade atmosférica, em
funcao dos valores de L.

O segundo perfil de vento adotado é caracterizado por uma lei de poténcia que relaciona
a velocidade do vento a altura acima do solo (PANOFSKY, 1984). Esse perfil ¢ calculado

por:

U9 Z9 "
— =|— 8.12
() (8.12)

na qual u; e us sao as velocidades médias horizontais do vento nos pontos z; e zo medidos
na direcao da vertical z a partir do solo, e n representa um nimero associado a intensidade

da turbuléncia, rugosidade e diferenca entre os pontos tomados como referéncia.

82



.| Capitulo NOVE o ——

Resultados

Os resultados numéricos foram obtidos por meio de computacao algébrica utilizando a
linguagem FORTRAN 90. Todas as simulagoes foram executadas em um notebook equi-
pado com processador CORE i5 e 8GB de memoria RAM. As rotinas computacionais
foram adaptadas das pesquisas conduzidas por Buske (2008) e Moreira et al. (2006).

Com o objetivo de tornar a compreensao e o entendimento mais acessiveis ao leitor, as
Tabela 9.1 e 9.2 apresenta um resumo abrangente de todos os modelos desenvolvidos neste

estudo e suas principais caracteristicas.

Tabela 9.1: Quadro resumo dos modelos desenvolvidos neste trabalho.

Modelos Equacao de advecgao-difusao fracionaria

Modelo 1 ( S0 7.4) Equacao de advecgao-difusao bidimensional
odelo secao 7.
B estacionaria conformével

- Equagao de advecgao-difusao bidimensional transiente
Modelo 2.1 ( segao 7.4.1) ) ) o ) )
conformavel com derivadas conformaveis nos termos transiente e advectivo

Equacao de advecgao-difusao bidimensional transiente conformavel
Modelo 2.2 ( segao 7.4.2) anac vees v

com derivadas conforméveis em todos os termos derivativos

Tabela 9.2: Quadro resumo das parametrizagoes, métodos de inversao e fontes adotadas por cada
modelo

Coeficiente de difusao Perfil de vento Meétodo numérico de inversao Fonte de emissao
Modelo 1 Degrazia Logaritmo Nao se aplica Continua
Modelo 2.1 Degrazia Poténcia Quadratura Gaussiana Continua
Modelo 2.2(a) Degrazia Logaritmo e Poténcia Fixed Talbot Continua e de curta duragao
Modelo 2.2(b) Troen Mahrt Logaritmo e Poténcia Fixed Talbot Continua

9.1 Simulacoes utilizando o modelo 1

Os resultados gerados pelo modelo foram comparados com os dados experimentais de Co-
penhagen (GRYNING; LYCK, 1984) e Prairie Grass (BARAD, 1958). Para o experimento
de Prairie Grass, foram utilizados apenas os dados micrometeorologicos corresponden-
tes ao caso fortemente convectivo (—h/L > 10) apresentado no trabalho de Nieuwstadt
(1980).

Para o coeficiente de difusao vertical em ambos os experimentos, adotou-se a formulagao
proposta por Degrazia, Velho & Carvalho (1997), aplicada em toda a CLP e vélida para
longos tempos de difusao, como indicado na Eq. (8.6).

O perfil de vento logaritmico dado pela Eq. (8.9) foi adotado para simular o compor-
tamento longitudinal do vento em ambos os experimentos (PANOFSKY, 1984). Além
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disso, por simplicidade, foi adotado o valor de 1 m para a correcao da dimensionalidade

(¢ = ¢ = 1m) (MOREIRA; SANTOS, 2019).

9.1.1 Resultados do experimento de Copenhagen

Na Tabela 9.3, os indices estatisticos gerados pelos modelos a-GILTT, ADMM e GILTT
sao comparados, sendo referidos, respectivamente, como Modelos 1, 2 e 3. Os Modelos 2 e
3 utilizaram um coeficiente de difusdo dependente das variaveis x e z, ou seja, K(z, z). Os
casos I, I, IIT e IV do Modelo 1 correspondem aos indicadores estatisticos obtidos a partir
da variagdo dos parametros fracionéarios o (dire¢ao longitudinal) e 5 (dire¢ao vertical).
O caso I corresponde ao modelo de ordem inteira (& = f =1 ). O Modelo 2 utiliza a
metodologia ADMM, que emprega a técnica da transformada de Laplace com inversao
numérica, considerando a CLP como um sistema multicamadas (MOREIRA et al., 2005;
MOREIRA et al., 2005; MOREIRA; FERREIRA NETO; CARVALHO, 2005). Por outro
lado, o Modelo 3 utiliza o método GILTT para obter uma solucao analitica da equacao
de advecgao-difusao (MOREIRA et al., 2005). Tanto o Modelo 2 quanto o Modelo 3 sao
baseados na solucao da equacao de adveccao-difusao de ordem inteira.

Tabela 9.3: Valores de parametros obtidos na avaliagao estatistica dos modelos considerados
usando o conjunto de dados Copenhagen.

Modelos o' B NMSE | COR | FAT2 | FB | FS
CasoI | 1.00 1.00 0.08 0.91 1.00 0.11 | 0.29
Caso I | 0.97 0.99 0.06 0.91 1.00 0.05 | 0.26

Modelo 1
Caso III | 0.94 0.98 0.06 0.90 1.00 0.00 | 0.24
Caso IV | 0.93 0.98 0.06 0.89 0.96 |-0.03 | 0.23
Modelo 2 | ADMM (Moreira et al., 2005b) 0.06 0.89 1.00 | 0.03 | 0.10
Modelo 3 | GILTT (Moreira et al., 2005b) 0.02 0.97 1.00 | 0.01 | 0.05

Fonte: Autoria prépria

Os casos I, II, IIT e IV do Modelo 1 revelam a influéncia dos parametros fracionéarios « e
[ na performance do modelo. Neste ponto, o caso III apresenta os indices estatisticos um
pouco melhores quando comparados com o caso I (ordem inteira). Observa-se no caso 4
uma tendéncia de diminuir o FAT2 com a diminuicao do valor de o e uma superestimagcao
dos dados simulados (FB negativo).

Apesar dos parametros NMSE, COR e FAT2 serem muito préoximos para os casos I, IT e
III, observa-se que os indices FB e F'S sao um pouco menores para o caso III. O modelo
de ordem inteira apresenta um maior NMSE, FB e FS, indicando que houve uma sutil
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melhora na descrigao do processo de dispersao com a utilizagao do parametro fracionario
nao-inteiro. Além disto, comparando-se com outros modelos da literatura, o Modelo 2
apresentou resultados similares ao caso III do Modelo 1. Observa-se também que o Mo-
delo 3, também com coeficiente de difusao dependente da distancia da fonte, apresenta
indices estatisticos relativamente melhores que o caso III, o que inicialmente sugere que
pode haver uma vantagem ao utilizar um K (z,z) na descricdo do processo de difusao
andmala em rela¢do ao modelo proposto com K (z) e ajustes nos parametros fracionarios.
Salienta-se que este experimento é de estabilidade atmosférica moderadamente instavel,
sendo esperados valores muito préoximos da unidade para os parametros fracionérios, ou
seja, baixa fracionalidade. No entanto, de forma geral, nota-se que os Modelos 1, 2 e 3
simulam de forma satisfatoria as concentragoes observadas.

A Figura 9.1 apresenta o grafico de espalhamento das concentragoes observadas (C,) e
Preditas pelo modelo (C),), normalizadas pela taxa de emissdo (), para o experimento de
Copenhagen nos casos I (ordem inteira) e III (nao-inteira) utilizando o Modelo 1. A li-
nha correspondente a bissetriz (linha continua) indica uma perfeita concordéancia entre os
resultados estimados e observados. Portanto, quanto mais préximos os pontos estiverem

dessa reta, melhores os resultados gerados pelo modelo proposto.
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Figura 9.1: Grafico de dispersao observado (¢,) e preditas (c,) da concentracado integrada lateral-
mente ao nivel do solo usando o perfil de vento de similaridade e o Experimento de Copenhagen
(normalizado com a taxa de emissao (¢/Q)). Os dados entre linhas pontilhadas correspondem a
razao c,/c, € [0,5;2].

Observa-se que todos os pontos dos casos I e III estao dentro do intervalo do FAT2,
revelando uma boa concordancia das simulacoes com os dados observados, considerando-
se dispersao de poluentes na CLP em uma atmosfera moderadamente instéavel.
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9.1.2 Resultados do experimento de Prairie Grass

O modelo também foi submetido as condig¢oes atmosféricas fortemente convectivas, to-
mando para isso os dados micrometeorologicos do experimento de Prairie Grass. Apesar
dos intensos fluxos verticais e da forte turbuléncia na CLP, a adveccao horizontal, carac-
terizada pelos ventos médios, pode ter um efeito tao grande quanto a turbuléncia neste
tipo de condi¢ao atmosférica. Assim, uma medida da importancia relativa da turbuléncia
em comparagao com o vento médio ¢ a distancia adimensional (WILLIS; DEARDORFF,
1976), dada por:

X* = zw,/uh (9.1)

Esse parametro pode ser interpretado como a razao entre a distancia horizontal medida
e a distancia tedrica percorrida durante uma circulagao convectiva (corrente ascendente
e descendente). Para a difusdo vertical proveniente de uma fonte na superficie, quando
—h/L > 10, o,  t32 ajusta-se bem as observacoes de laboratério quando X* < 0,5
(WILLIS; DEARDORFF, 1976). Além desse ponto, a concentragao méxima é liberada
pela superficie, pois a maior parte do material alimenta as correntes térmicas e se eleva
para a parte superior da CLP; nessa fase, apenas a escala convectiva pode fornecer uma
descrigao satisfatoria da difusao.

A Tabela 9.4 mostra os indices estatisticos obtidos pelos métodos a-GILTT, MDL e
ADMM, chamados de Modelos 1, 2 e 3, respectivamente. Os casos [ e II do Modelo 1
correspondem aos indicadores estatisticos obtidos a partir da variacao dos pardmetros
fracionarios « (diregao longitudinal) e § (diregao vertical), considerando-se os intervalos
da distancia convectiva adimensional X*, descritos em Nieuwstadt (1980). O Modelo 2 ¢
resultado da combinagao dos métodos da decomposicao por Laplace (MDL) e perturbagao
por homotopia em uma equacao de ordem inteira, parametrizado com um coeficiente de
difusdo dependente somente da distancia longitudinal da fonte, K (x), para as condi¢oes
fortemente instaveis de Prairie Grass (ACIOLI; XAVIER; MOREIRA, 2019). O Modelo
3 utiliza o método ADMM descrito anteriormente, levando em consideragao os resultados
obtidos por uma solucao integral com coeficiente de difusao em fungao das variaveis es-

paciais x e z para condicoes fortemente convectivas do mesmo experimento.

Tabela 9.4: Valores dos parametros obtidos na avaliacao estatistica dos modelos considerados
usando o conjunto de dados Praire Grass.

Modelos X7<0,03 | 0,08<X"<0,25 | X" 20,25 | \yrap | cOR | FAT2 | FB | FS

« ) « ) « B8
Vo 1 | CasoT | 100 | 100 | 100 1.00 100 | 1.00 | 090 | 0.81 | 063 | 043 | 057
Caso TT [ 0.35 | 0.8 [ 0.99 0.01 009 1076 | 056 | 080 | 0.84 | 036 | 0.41
Mod. 2 MDL, (Acioli et al., 2019) 0.04 | 0.02 | 0.98 |-0.02 | 0.01
Mod. 3 ADMM { Moreira ot al, 2014) 0.06 | 098 | 0.86 | 0.0 | -0.08

Fonte: Autoria prépria

Confrontando-se os indices estatisticos obtidos para @ = = 1 (ordem inteira) com os
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gerados pela equagao de advecgao-difusao de ordem fracionéria (caso II), observa-se que
os resultados do caso II sao melhores que os do caso I. Observa-se também que o modelo
tende a subestimar a concentragao observada (F'B > 0).

Além da anélise estatistica, foram produzidos alguns graficos para ilustrar os resultados.
A Figura 9.2(a) apresenta o grafico de dispersao das concentragoes observadas e previstas
pelo modelo, normalizadas pela taxa de emissao (), integradas lateralmente ao nivel do
solo, para os experimentos de Prairie Grass. A Figura 9.2(b) mostra os graficos das ra-
zoes dos valores previstos para os observados, C,/C,. O caso II mostra uma boa melhoria
nos resultados, onde quase todos os pontos de dados estao entre as linhas pontilhadas

representando um fator de dois (FFAT2 = 0,84). Neste sentido, observa-se que, no caso

10 v T T T T T T T T
7 o Casol
1 = Casoll

s Casol
» Casoll

ooo

—
< - i
1S A
. o oo p o @
o o - I [,3,":, o
o | o . . Lo s . .
(8] © Y N T
14 x ‘!EDE "nﬂ% . : .
q N _— -y o LE T
. & e
....................................................... -7““”%’;?’3? g
-1 .
- .
o Sj:l
. a
T 0,1 Ty — —
10 0,01 0,1 L1 10
Co (gm”?)

(a) (b)

Figura 9.2: Grafico de dispersao das concentragoes integrada lateralmente observadas ao nivel
do solo (¢,) e preditas (c,), normalizadas pela taxa de emissao (¢/Q), usando o perfil de vento
de similaridade e os dados experimentais de Prairie Grass. Os dados entre as linhas pontilhadas
correspondem & razao c¢,/c, € [0,5;2].

II, existe um maior niimero de pontos relacionados ao FAT2. Contudo, quando sao con-
frontados os indicadores estatisticos obtidos pelos Modelos 2 e 3, nos quais o coeficiente
de difusao depende da distancia da fonte, constata-se que os indices estatisticos gerados
por esses modelos sao melhores que os fornecidos pelo modelo de ordem fracionaria. Isto
sugere que modelo parametrizado com o coeficiente de difusao dependente das variaveis
espaciais e z (K (x) e K(x,z)) conseguem captar melhor o processo de difusdo anémala
do que o modelo proposto neste trabalho. Dessa forma, a ado¢ao de derivadas fraciona-
rias seguida pelo uso de derivadas conforméaveis na modelagem matematica transformou
o problema fracionario em ordem inteira. Isso resultou na perda do efeito de memoria
intrinseco das derivadas fracionarias. No entanto, uma vez que os parametros fracionarios
(v e () estao explicitos na solugao do problema, esse efeito foi, de certa forma, com-
pensado. Dessa maneira, o efeito de memoria foi considerado de forma mais efetiva no

coeficiente de difusao, que depende da distancia da fonte, mesmo ao se utilizar derivadas
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de ordem inteira.

9.1.3 Analise de sensibilidade

Dessa forma, a seguir ¢ apresentada a Figura 9.3, que traz informacoes sobre o compor-
tamento do coeficiente de difusdo utilizado neste trabalho (K(z)), bem como o termo
oriundo das derivadas conforméveis, denominado neste contexto de coeficiente de difusao
efetivo, Ke/e.

Na Figura 9.3(a) observa-se claramente que o K¢/ altera a intensidade do coeficiente
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Figura 9.3: Comportamento do coeficiente de difusdo vertical K (z) e K¢/¢

de difusdo K(z). No entanto, isto ocorre com maior intensidade em alturas mais elevadas.
Como esperado, quando § = 1 as curvas sao idénticas. A Figura 9.3(b) mostra que para
baixas alturas a diminuicao dos valores de [ tem menores efeitos. Importante salientar
que, diferentemente de um coeficiente de difusao dependente de z e z, o qual aumenta ou
diminui a difusdo com a distancia da fonte (DEGRAZIA; MOREIRA; VILHENA, 2001),
o parametro 3 no K°* somente faz aumentar a difusao.

A Figura 9.4 mostra o perfil vertical de concentracao para trés distancias a jusante (500,
2000, 5000 m) e o comportamento dos parametros « e § (1,00, 0,95 e 0,90) no processo
de dispersao em funcao das alturas das fontes de hs = 0,01h, 0,1h e 0, 2h.

Nas Figuras 9.4(a) (primeira coluna), observa-se que, quando ha uma diminui¢ao do pa-
rametro «, ocorre um aumento na concentracao na regiao da altura da fonte, enquanto
que uma diminuicao do parametro [ resulta em uma diminuicao da concentragao nessa
mesma regiao. Essa tendéncia é mais evidente para as alturas 0, 1h e 0, 2h. Este compor-
tamento faz com que os parametros a e J atuem de forma significativa na concentragao
proxima ao solo, sendo o inverso nesta regiao, ou seja, maior o pico na altura da fonte,

menor a concentrac¢ao ao nivel do solo. No entanto, em uma fonte mais baixa (0.014) uma
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diminui¢ao no parametro o produz um aumento na concentragao ao nivel do solo, e uma
diminuigao no parametro  produz uma diminui¢do na concentracao. Nas Figuras 9.4(b)
e 9.4(c) (segunda e terceira colunas), observa-se um efeito semelhante com relagao as dis-
tancias de 2000 e 5000 m, respectivamente. No entanto, ha uma maior homogeneizagao
da concentracao na direcao vertical. Os parametros o e § controlam eficazmente o efeito
difusivo-advectivo da dispersao de poluentes na atmosfera.

A Figura 9.5 mostra a concentragdo integrada lateralmente (CIL) ao nivel do solo em
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Figura 9.4: Perfil vertical de concentragao para trés distancias a jusante (x = 500, 2.000 e 5.000
m) e altura da fonte adimensional hs/h = 0,01; 0,1 e 0,2

funcao da distancia da fonte para varios valores de a e f3.

Na Figura 9.5(a), pode-se observar que, ao diminuir o valor de 3, ocorre um deslocamento
da concentracao de pico para distancias menores em relagao a fonte, resultando em uma
modificacao do valor da concentracao méaxima. Além disso, a diminuicao do valor de «
também pode resultar no deslocamento da concentracao de pico para distancias maiores
em relacao a fonte, o que acarreta uma alteracao no valor da concentracao méxima. Essa
mudanca na concentracao de pico é um dos principais aspectos a serem considerados em

termos de poluigdo do ar. No entanto, na Figura 9.5(b), é possivel notar uma ligeira
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diminui¢ao na concentra¢ao de pico a medida que « diminui, enquanto o nivel de concen-
tragao mais distante da fonte aumenta. Esse efeito torna-se mais evidente para valores
menores de a. Neste contexto, fica claro que o e 3 exercem influéncia significativa sobre
a concentracao integrada lateralmente ao nivel do solo. Portanto, os termos « e [ sao

parametros de controle para a intensidade da advecgao e difusao, respectivamente.
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Figura 9.5: Concentragao integrada lateralmente ao nivel do solo, normalizada pela taxa de
emissao (¢/@), em funcdo da distancia da fonte para diferentes valores de « e f3, considerando
alturas da fonte de 0,01k e 0, 1A

9.2 Simulacgoes utilizando o modelo 2.1

Nesta segao, serao discutidos os resultados das simulagoes numéricas dos modelos descritos
nos topicos 7.4.1. Os resultados gerados pelos modelos foram comparados com os dados
do experimento de Copenhagen (GRYNING; LYCK, 1984). Normalmente, esses dados
incluem valores médios horarios de concentragoes e dados micrometeorologicos. No en-
tanto, para as solucoes propostas nessa se¢ao, foram utilizadas medi¢oes de concentragoes
e dados micrometeorolégicos com uma resolugao temporal mais alta do que o habitual
(TIRABASSI; RIZZA, 1997). As concentragoes foram registradas com médias de 20 mi-
nutos a partir da segunda hora (1 hora apos a liberagao do gés na atmosfera), enquanto os
dados micrometeorologicos foram obtidos com médias de 10 minutos, conforme as Tabelas
8.4 e 8.5.

As simulagoes foram conduzidas incorporando-se ao modelo o coeficiente de difusao ver-
tical conforme proposto no trabalho de Degrazia, Velho & Carvalho (1997), descrito pela
Eq. (8.6). Adicionalmente, foi utilizado o perfil de vento de poténcia, descrito pela Eq.
(8.12), para simular o comportamento do vento ao longo do tempo (PANOFSKY, 1984).
A inversao numérica da transformada de Laplace foi realizada pelo esquema de quadratura

gaussiana, conforme descrito na se¢ao 7.3.1.
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9.2.1 Testes dos pontos de Quadratura

Na Figura 9.6 sao apresentados os graficos da concentracao integrada lateralmente em
funcdo da distancia longitudinal da fonte em cinco instantes distintos (¢ = 500, 1000,
1500, 2000 e 7200 s) para diferentes pontos de quadratura (M = 2, 4 e 8), com N =
100 (ntimero de autovalores), considerando os dados meteorologicos do experimento 1 de

Copenhagen e os parametros fracionérios de ordem inteira (o« =5 =1).
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Figura 9.6: Concentragao integrada lateralmente, normalizadas pela taxa de emissao (¢/Q), em
fungao da distancia para cinco instantes de tempos e diferentes pontos de quadratura Gaussiana.

Na anélise da Figura 9.6, é possivel perceber que as curvas exibem um comportamento os-
cilatorio nao fisico quando sao considerados os pontos de quadratura M = 4 (Fig. 9.6(b)) e
M = 8 (Fig. 9.6(c)), especialmente para intervalos de tempo mais curtos. Neste contexto,
tudo indica que o ponto ideal de quadratura é M = 2. A Figura 9.6 também evidencia
que a solucao transiente converge para a estacionaria quando t > 7200 s. Contudo, esse
comportamento precisa ser confirmado para valores de « e 3 fracionarios. Neste sentido,
na Figura 9.7 sao apresentados os graficos da concentragao integrada lateralmente em
relagao a distancia da fonte para diferentes valores de o e 4 (1.00, 0.95 e 0.90), usando M
= 2. Uma vez que as maiores oscilagoes sao observadas nos instantes t = 500 s e t = 1000
s na Figura 9.6, optou-se por selecionar esses tempos para investigar o comportamento

da curva de concentragao diante das variagoes nos parametros fracionérios.

A Figura 9.7 evidencia que a utilizacao de pardmetros fracionarios nao inteiros o e [ é
capaz de manter as curvas de concentracao sem oscilagoes nao fisicas. No entanto, observa-
se que para f3 inteiro (comportamento advectivo na coordenada x, vide Eq. (7.52)) e «
nao inteiro (variagdo da concentra¢do com o tempo t, vide Eq. (7.52)) ocorre uma suave
tendéncia de aumentar a concentragdo com o aumento da distancia (« = 0.9 ¢ § = 1),
mais acentuado para t = 500 s. Este problema pode ser sanado tendo em vista que
as simulagoes para efeito de comparacao estatistica com dados observados serao sempre
considerando baixa fracionalidade (o e § > 0.95). Neste contexto, todas as simulagoes
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Figura 9.7: Concentracoes integradas lateralmente em funcao da disténcia, normalizadas pela
taxa de emissao (¢/@), para diferentes parametros fracionarios, em dois instantes de tempo, com
o mesmo nimero de pontos de quadratura M = 2

numéricas discutidas neste trabalho utilizam um valor fixo de M = 2.

9.2.2  Analise de sensibilidade: perfil longitudinal e vertical da concentracao

A Figura 9.8 apresenta os perfis verticais de concentragao para as distancias da fonte
de 500, 1000 e 4000 m, para trés diferentes alturas de fonte (hy = 0,01h, 0,1h e 0,2h),
analisando-se a influéncia dos pardmetros fracionérios o e 5 (1.00, 0.95 e 0.90), em t =
3600 s.

A Figura 9.8(a) mostra que, para x = 500 m, a redugao dos parametros « e 3 resulta em
um aumento da concentracgao na regiao proxima a altura da fonte. Para regioes proximas
ao solo, a redugao do parametro a provoca um aumento da concentracao independente da
altura da fonte, enquanto a diminui¢ao do parametro 5 gera uma redugao da concentragao
quando a fonte é posicionada nas alturas correspondentes a 0,1h e 0,2h. Isso indica que os
parametros « e § atuam de forma significativa na concentragao préxima ao solo e na regiao
da altura da fonte. Comportamento similar é apresentado para a distancia x = 1000 m,
principalmente para 0,2h. Para alturas menores, na mesma distancia, ja se observa uma
tendéncia de aumento de concentragao ao nivel do solo. Para a distancia de 4000 m, j& é
observada uma tendéncia de aumento e homogeneizagao vertical da concentracao. Neste
contexto, observa-se que os parametros « e [ controlam o efeito advectivo-difusivo da
dispersao de poluentes na atmosfera. Normalmente, este tipo de controle é feito somente
com as parametrizagoes do vento e do coeficiente de difusao.

A Figura 9.9 mostra a concentracao integrada lateralmente ao nivel do solo em func¢ao da

distancia da fonte para alguns valores de o e 3, em t = 3600 s.
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Figura 9.8: Perfil vertical de concentragao para trés distancias a jusante (x = 500, 1000 e 4000
m) e altura da fonte adimensional hs/h = 0,01; 0,1 e 0,2 para t = 3600 s.

A Figura 9.9(a) indica que, ao diminuir o valor de § (termo advectivo), o pico de concen-
tragao maxima pode ser deslocado para uma maior distancia da fonte, sendo mais evidente
para a altura de fonte 0,1h. Além disso, quando o valor de « (termo temporal) é reduzido,
a concentracao maxima mantém-se na distancia da fonte, mas o valor de concentracao de
pico muda. A Figura 9.9(b) mostra um aumento significativo na concentragdo méxima
quando « diminui, e um leve acréscimo da concentracao de pico quando § diminui. As-
sim, confirma-se claramente que os parametros « e 5 controlam a intensidade da difusao e
advecgao no processo de dispersao de poluentes, alterando localizacao e a intensidade do
pico de concentragao. Estas consideracoes sao muito relevantes no contexto da poluicao
do ar.
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Figura 9.9: Concentragao integrada lateralmente ao nivel do solo em fungao da distancia da
fonte, normalizadas pela taxa de emissao (¢/Q), para diferentes valores o e 8 considerando a
altura da fonte de 0,01k e 0, 1h, para t = 3600 s.

9.2.3 Resultados do experimento de Copenhagen

A Tabela 9.5 apresenta os resultados estatisticos das concentracoes calculadas a partir
da média aritmética dos valores de concentracao gerados a cada 10 minutos durante a

segunda hora para diferentes valores dos parametros fracionarios a e .

Tabela 9.5: Avaliacao estatistica do modelo usando o conjunto de dados Copenhagen.

Casos « 8 NMSE FAT2 COR FB FS
I 1.00 1.00 0.05 1.00 0.89 -0.05 0.17
II 1.00 0.99 0.06 1.00 0.89 -0.09 0.16
I1I 1.00 0.98 0.06 1.00 0.89 -0.13 0.14
v 1.00 0.97 0.07 0.95 0.89 -0.17 0.13
\Y% 0.99 1.00 0.06 1.00 0.89 -0.13 0.10
VI 0.98 1.00 0.09 1.00 0.89 -0.20 0.02

VII 097 1.00 0.12 0.85 0.89 -0.28 -0.06

VIII  0.99 0.99 0.07 1.00 0.89 -0.17 0.08
IX 099 0.98 0.09 0.90 0.89 -0.21 0.06
X 0.98 0.99 0.10 0.90 0.89 -0.24 0.00

Fonte: Autoria prépria

Apesar dos indices NMSE, COR e FAT2 apresentarem valores semelhantes para a maioria
dos casos considerados, pode-se observar que para os casos IV, VII e IX, a diminui¢ao dos
valores de a e B (aumento da fracionalidade) iniciou um processo de piora nos resultados
com a diminui¢ao do FAT2. Para todos os casos simulados ocorreu uma superestimagao
dos dados simulados (FB negativo). E importante lembrar que o experimento de Cope-
nhagen possui estabilidade atmosférica moderada, o que explica os valores proximos de
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1 para os parametros fracionarios (fracionalidade baixa). No entanto, de forma geral,
nota-se que o modelo simula muito bem as concentragoes observadas, levando-se em con-
sideracao a possibilidade de acionar ou nao os parametros fracionérios na solucao.

A Figura 9.12 mostra a dispersao das concentragoes observadas (c,) e preditas (c,) pelo
modelo para o experimento de Copenhagen para os casos I (ordem inteira) e VIII (néo-
inteira). A linha correspondente & bissetriz (linha continua) indica uma perfeita concor-
dancia entre os resultados estimados e observados. Dessa forma, quanto mais proximos os

pontos estiverem dessa linha, melhor sera a qualidade dos resultados gerados pelo modelo

proposto.
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Figura 9.10: Grafico de dispersao das concentragoes integrada lateralmente observadas ao ni-
vel do solo (C,) e Preditas (C}), usando o perfil de vento de similaridade e o Experimento de
Copenhagen (normalizado com taxa de emissao (¢/Q)). Os dados entre linhas pontilhadas cor-
respondem a razao C,/C, € [0, 5;2].

Verifica-se que todos os pontos referentes aos casos I e VIII estao contidos dentro do
intervalo do FAT2 (entre as linhas pontilhadas), indicando uma boa correspondéncia das
simulacoes com os dados observados. Isso sugere que o modelo proposto é capaz de
representar de maneira satisfatoria a dispersao de poluentes na CLP em uma atmosfera
moderadamente instavel.

A metodologia proposta neste trabalho é computacionalmente robusta, destacando-se
pela introdugao de parametros fracionérios na solucao, o que a torna mais avancada
em modelagem matemética e computacional. No entanto, para simplificacao, apenas o
método de quadratura Gaussiana foi utilizado na inversao da transformada de Laplace

para esse modelo nesta se¢ao. Em contraste com métodos numéricos tradicionais, onde
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todas as derivadas sao aproximadas por esquemas numéricos, como diferencas finitas,
no método semi-analitico proposto, esse procedimento nao é necessario. Isso explica a

redugao no esfor¢co computacional, ja que demanda menos operacoes matemaéticas.

9.2.4 Simulagoes utilizando o modelo 2.2

Os resultados gerados pelo modelo apresentado na se¢ao 7.4.2 foram confrontados com
os dados experimentais de Copenhagen (GRYNING; LYCK, 1984). De maneira similar
ao exposto no topico 9.2, utilizaram-se medicoes de concentragoes e dados micromete-
orologicos com resolugao temporal maior que o habitual (TIRABASSI; RIZZA, 1997).
As concentragoes foram registradas com intervalos médios de 20 minutos, iniciando-se na
segunda hora apos a liberacao do gas na atmosfera. Por outro lado, os dados microme-
teorologicos foram coletados em intervalos médios de 10 minutos, como detalhado nas
tabelas 8.4 e 8.5.

Para o coeficiente de difusao vertical, adotaram-se as formulagoes propostas por Degra-
zia, Velho & Carvalho (1997) (modelo 2.2(a)) e Troen & Mahrt (1986) (modelo 2.2(b)),
descritas, respectivamente, pelas Eqgs. (8.6) e (8.7). Adicionalmente, com o objetivo de
avaliar o perfil de vento mais adequado ao modelo, foram considerados o perfil logaritmico
descrito pela Eq. (8.9) e o perfil de poténcia, dado pela Eq. (8.12). Em todos os cenérios,
empregou-se o esquema de inversao da transformada de Laplace fized Talbot, conforme
detalhado na segao 7.3.2.

9.2.5  Andlise da convergéncia numérica para o método de inversao fixed
Talbot

Na Figura 9.11, sao apresentados os gréaficos da concentracao integrada lateralmente em
funcao M*, onde M™* representa o nimero de termos do somatoério do algoritmo FT. Esse
estudo considera o modelo estacionario com N = 30 (ntmero de autovalores), utiliza os
dados meteorologicos do experimento 8 de Copenhagen e os parametros fracionéarios de
ordem inteira (o = =~v=1).

A partir da anélise da figura 9.11(a), pode-se observar que, para M* = 50, a conver-
géncia é alcancada a partir de M* = 30. De maneira similar, na figura 9.11(b), onde é
considerado M* = 100, verifica-se que a convergéncia se da a partir de M* = 50. Por
meio de experimentos numéricos voltados & avaliagao da convergéncia, o valor 6timo para
o parametro p foi determinado como 46 para todos os experimentos. Neste ponto, nas
simulagoes que empregaram o algoritmo de inversao FT para inversao da transformada

de Laplace, foram adotados M* = 50 e p = 46 nas simulag¢oes numéricas.
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Figura 9.11: Concentragoes integradas lateralmente, normalizadas pela taxa de emissao (¢/Q),
em funcao M*, onde M* representa o nimero de termos do somatério do algoritmo FT.

9.2.6 Avaliagao do modelo 2.2(a): conjunto de dados de Copenhagen

A seguir sao apresentados os resultados da avaliacao estatistica das simulagoes do modelo
em comparagao com os dados experimentais 2D (concentragoes integradas lateralmente)
de Copenhagen, com o objetivo de verificar os efeitos dos parametros fracionarios e das
parametriza¢oes no modelo proposto.

Na Tabela 9.6, os indices estatisticos gerados pelos modelos a-GILTT, ADMM e Puff
sao comparados e referidos, respectivamente, como Modelos 2.2(a), 3 e 4. Para o Modelo
2.2(a), os casos II e IV correspondem aos indicadores estatisticos obtidos com base na vari-
agao dos parametros fracionarios: « (termo transiente), 5 (diregao longitudinal) e y (dire-
¢ao vertical). Os casos I e III correspondem ao modelo de ordem inteira (o« = =y = 1).
Em todos os cenarios associados ao modelo 2.2(a), empregou-se o coeficiente de difusao
descrito pela Eq. (8.6). Os dados estatisticos obtidos para os casos I e II utilizam um
perfil de vento de poténcia, descrito pela Eq. (8.12), enquanto os casos III e IV, foram
parametrizados com um perfil logaritmico, descrito pela Eq. (8.9). O Modelo 3, adota

Tabela 9.6: Avaliagao estatistica do modelo usando o conjunto de dados Copenhagen.

Modelos o} B 0 NMSE | COR | FAT2 | FB | FS

Caso 1 | 1.00 | 1.00 1.00 0.05 0.92 1.00 | 0.03 | 0.24

Caso IT | 0.99 | 0.88 0.85 0.04 0.93 1.00 | 0.00 | 0.24

Modelo 2.2(a) &, 11T 1.00 | 1.00 1.00 0.09 | 091 | 1.00 | 0.14 | 0.40
Caso IV | 0.99 | 0.94 0.97 0.06 0.91 1.00 | 0.00 | 0.35

Modelo 3 ADMM (Moreira et al., 2005b) 0.15 0.81 0.95 |0.18 | 0.38

Modelo 4 Modelo Puff (Tirabassi e Rizza, 1997) 0.21 0.74 0.90 | 0.10 | 045

Fonte: Autoria prépria

a metodologia ADMM, empregando a técnica da transformada de Laplace com inversao
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numérica via quadratura Gaussiana, e trata a CLP como um sistema multicamadas, onde
em cada camada o coeficiente de difus@o e o perfil de vento sao constantes (MOREIRA et
al., 2005; MOREIRA et al., 2005; MOREIRA; FERREIRA NETO; CARVALHO, 2005).
O Modelo 4 se baseia no método Puff (TIRABASSI; RIZZA, 1997). Este método utiliza
uma abordagem geral para solucionar a equagao K, recorrendo a expansao Gram-Charlier
truncada (tipo A) do campo de concentragao, juntamente com um conjunto finito de equa-
¢Oes para os momentos correspondentes. Ambos os modelos levam em conta uma fonte
de emissao continua em uma camada limite com variacao temporal, tendo uma resolucao
de tempo de 10 minutos.

Os casos I, I, III e IV relacionados ao Modelo 2.2(a) destacam a influéncia dos parametros
fracionérios («, e ) e das parametrizagoes adotadas (perfil de vento e coeficiente de di-
fusao) sobre o desempenho do modelo. Apesar dos parametros NMSE, COR e FAT2 serem
muito proximos para estes casos, observa-se que os indices estatisticos sao relativamente
melhores para o caso II. Além disso, comparado-se com outros modelos da literatura, os
caso II e IV do Modelo 2.2(a), apresentaram resultados melhores que os modelos 3 e 4.
E possivel observar que o método de inversao adotado nao tem muita influéncia sobre os
resultados estatisticos, como é comprovado ao serem comparados os resultados do caso I
nas tabelas 9.6 e 9.5. Observa-se que os indices estatisticos gerados por meio do método
de inversao F'T estao comparativamente proximos aos obtidos pelo método de quadratura
Gaussiana.

Como o experimento de Copenhagen apresenta estabilidade atmosférica moderada, isso
justifica valores proximos de 1 para os parametros fracionarios. No entanto, de forma
geral, nota-se que o modelo simula muito bem as concentragoes observadas, levando-se
em consideracao a possibilidade de acionar ou nao os parametros fracionarios na solucao.
A Figura 9.12 mostra a dispers@o das concentragoes observadas (c,) e preditas (c,) pelo
modelo para o experimento de Copenhagen para os casos I (ordem inteira) e II (nao-
inteira). A linha correspondente a bissetriz (linha continua) indica uma perfeita concor-
dancia entre os resultados estimados e observados. Dessa forma, quanto mais proximos os
pontos estiverem dessa linha, melhor sera a qualidade dos resultados gerados pelo modelo

proposto.
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Figura 9.12: Grafico de dispersao das concentragoes integrada lateralmente Observadas ao ni-
vel do solo (C,) e Preditas (Cp), usando o perfil de vento de similaridade e o Experimento de
Copenhagen (normalizado com taxa de emissao (¢/Q)). Os dados entre linhas pontilhadas cor-
respondem a razao C,/C, € [0, 5;2].

Verifica-se que todos os pontos referentes aos casos I e II estao contidos dentro do intervalo
do FAT?2 (entre as linhas pontilhadas), indicando uma boa correspondéncia das simulagoes
com os dados observados. Neste sentido, o modelo proposto é capaz de representar de
maneira satisfatoria a dispersao de poluentes na CLP em uma atmosfera moderadamente

instavel.

9.2.7 Avaliagao do modelo 2.2(b): conjunto de dados de Copenhagen

. Na Tabela 9.7, os indices estatisticos gerados pelos modelos a-GILTT, ADMM e Puff
sao comparados e denominados, respectivamente, como Modelos 2.2(b), 3 e 4, respectiva-
mente. Para o Modelo 2.2(b), os casos I e III correspondem ao modelo de ordem inteira
(¢ = 8 =~ =1). Os demais casos correspondem aos indicadores estatisticos derivados
da variagao dos pardmetros fracionarios: « (termo transiente), 5 (dire¢do longitudinal)
e v (diregao vertical). Em todos os cenarios vinculados ao modelo 2.2(b), empregou-se
o coeficiente de difusao descrito pela Eq. (8.7). Os indices estatisticos dos casos I e II
baseiam-se em um perfil de vento de poténcia, conforme descrito pela Eq. (8.12). En-
quanto, os casos III e IV foram parametrizados com um perfil logaritmico, segundo a Eq.
(8.9).
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Tabela 9.7: Avaliagao estatistica do modelo usando o conjunto de dados Copenhagen.

Modelos o Ié] vy NMSE | COR | FAT2 | FB | FS

CasoI | 1.00 | 1.00 1.00 0.05 0.91 1.00 | 0.05 | 0.22

Caso IT | 0.99 | 0.92 0.91 0.05 0.91 1.00 | 0.00 | 0.19

Modelo 2.2(b) |55 11T [ 1.00 | 1.00 1.00 0.09 | 0.91 | 1.00 |0.16 | 0.38
Caso IV | 0.99 | 0.95 0.99 0.05 0.91 1.00 | 0.00 | 0.30

Modelo 3 ADMM (Moreira et al., 2005b) 0.15 0.81 0.95 | 0.18 | 0.38
Modelo 4 Modelo Puff (Tirabassi e Rizza, 1997) 0.21 0.74 0.90 |0.10 | 0.45

Fonte: Autoria prépria

Os casos I, IT, IIT e IV relacionados ao Modelo 2.2(b) revelam a influéncia dos parametros
fracionarios (o, B e 7) e das parametriza¢oes adotadas (perfil de vento e coeficiente de
difusdo) sobre o desempenho do modelo. Apesar dos parametros NMSE, COR e FAT2
serem muito préoximos para estes casos, observa-se que os indices sao relativamente me-
lhores para o caso II. Além disto, comparado-se com outros modelos da literatura, todos
os casos (inteiro e fracionarios) do Modelo 2.2(b), exibiram resultados melhores que os
modelos 3 e 4.

Ao cotejar os resultados do Modelo 2.2 nas tabelas 9.6 e 9.7, observa-se que o modelo apre-
senta indices estatisticos relativamente melhores quando parametrizado com o coeficiente
de difusao proposto por Degrazia & Moraes (1992) e o perfil de poténcia (PANOFSKY,
1984).

9.2.7.1 Teste de sensibilidade: fonte de curta duracao

O grafico 9.13 representa a evolugao das concentragoes integradas lateralmente em fun-
gao do tempo, considerando diferentes periodos de liberacao (¢,.), a uma distancia fixa
longitudinal de 500 metros da fonte. Essa analise foi baseada nos dados meteorologi-
cos do experimento 1 de Copenhagen, utilizando parametros fracionarios de ordem inteira
(= =~ =1). Os experimentos foram realizados para diferentes periodos de liberagao,
representados por t, = 120s, 180s, 240s,600s e t,. > t. A analise dos resultados indicam
que os valores de pico de concentracao aumentam a medida que a duracao da liberacao se
torna mais longa, até atingir um valor limite, para periodos suficientemente longos. Além
disso, para periodos de liberagao prolongados, ou seja ¢, > ¢, as concentracoes tendem ao
estado estacionario.

A figura 9.14 representa a evolugao das concentragoes integradas lateralmente em relagao
ao tempo, variando os parametros a, 3 e 7 (com valores de 1,00, 0,95 e 0,90, respectiva-
mente), mantendo uma distancia fixa longitudinal de 500 metros da fonte e um periodo
de emissao de 120 segundos. O gréfico 9.14(a) revela que para pontos situados proximos
da fonte, a redugao do parametro « (termo transiente) resulta em um aumento do tempo
necessario para que o pico de concentragao seja alcancado. Adicionalmente, evidencia-se

uma discreta elevacao no valor da concentracao maxima com reducao de a. Por outro
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lado, na figura 9.14(b), observa-se que a reducao do parametro S (termo advectivo) acar-
reta em uma reducao do tempo requerido para atingir o pico de concentragao. Além disso,
nota-se uma diminuigao do valor maximo de concentracgao, especialmente para 5 = 0, 90.
Por fim, na figura 9.14(c), constata-se que a redugao do parametro 7 (termo difusivo)
nao altera o tempo necessario para alcancar a concentracao de pico. Adicionalmente, é

observado um sutil acréscimo no valor da concentragao méaxima.

—tr=120s| |
—tr=180s
———tr=240s| |
—tr=600s| 1
—tr>t
x = 500m

I " 1 ' 1 ' I " I ' 1
1000 1500 2000 2500 3000 3500
t(s)
Figura 9.13: Evolugao temporal das concentragoes integrada lateralmente, normalizada com a

taxa de emissao (¢/Q), para diferentes tempos de liberagao t,, a distancia fixa de 500m da fonte,
usando o perfil de vento de similaridade e o Experimento 1 de Copenhagen.
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Figura 9.14: Evolucao temporal das concentragoes integrada lateralmente, normalizada pela taxa
de emissao (c/Q), para diferentes valores de «, 5 e v (1,00; 0,95; 0,90), a distancia fixa de 500m
da fonte, usando o perfil de vento de similaridade e o Experimento 1 de Copenhagen.
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A figura 9.15 representa a evolugao das concentragoes integradas lateralmente em relagao
ao tempo, variando os parametros «, 5 e v (com valores de 1,00, 0,95 e 0,90, respectiva-
mente), mantendo uma distancia fixa longitudinal de 4000 metros da fonte e um periodo
de emissao de 120 segundos. O gréfico 9.15(a) revela que para pontos situados a 4000m da
fonte, a redugao do parametro a nao altera o tempo de difusao do poluente, mantendo o
intervalo necessario para alcancar a concentracao de pico o mesmo. Entretanto, a variacao
de a exerce uma influéncia significativa sobre o valor da concentragao méxima, resultando

em um aumento na concentracao de pico conforme « diminui.

T
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P
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(a) a=1,0;0,95; 0,90 (b) 8=1, 050, 95; 0, 90 (¢)vy=1,0;0,95; 0,90

Figura 9.15: Evolucao temporal das concentragoes integrada lateralmente, normalizada pela taxa
de emissdo (¢/Q), para diferentes valores de a, 5 e v (1,00; 0,95; 0,90), a distancia fixa de 4000m
da fonte, usando o perfil de vento de similaridade e o Experimento 1 de Copenhagen.

Por outro lado, na Figura 9.15(b), constata-se que a reducao do parametro (8 ndo ocasiona
alteracoes na concentracao de pico. Ademais, destaca-se a persisténcia da concentracao
por um intervalo de tempo maior para valores de S inferiores a 1,0, com destaque para
f =0,90. Por fim, na Figura 9.15(c), verifica-se que a redu¢ao do parametro v nao exerce
influéncia sobre a concentracao de pico, mantendo inalterados tanto o periodo necessario

para atingir a concentragao méxima quanto o valor desta.
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Conclusoes

O presente trabalho representa um avancgo na érea das equagoes diferenciais parciais fracio-
narias, particularmente na compreensao da difusao anémala. Foram apresentadas solugoes
inovadoras para duas variantes da equacgao de adveccao-difusao fracionaria bidimensional,
tanto em um contexto estacionario quanto transiente, incorporando parametros fraciona-
rios em todos os seus termos derivativos. Esse procedimento permitiu levar em conta o
fenomeno da difusao anémala de forma mais consistente fisicamente, abrangendo tanto
superdifusdao quanto subdifusao. Além disso, a metodologia desenvolvida permite a apli-
cacado de uma parametrizacdo mais realista para o perfil de vento e um coeficiente de
difusao que leva em conta a falta de homogeneidade da turbuléncia na direcao vertical.
A técnica de resolucao fundamentada na aplicagao da metodologia a-GILTT foi introdu-
zida com sucesso, possibilitando a transformagao do problema inicial de ordem nao-inteira
em um problema de ordem inteira. Apesar da perda do cardter nao local intrinseco as de-
rivadas fracionérias com a aplicacao da derivada conformavel, os parametros fracionarios
foram mantidos, agregando um grau adicional de liberdade & solugao final.

O procedimento de inserir derivadas conforméaveis em todos os termos derivativos da
equagao advecgao-difusao estacionaria, aplicando os dados experimentais de Copenhagen,
demonstraram uma discreta melhoria na descrigao do processo de dispersao. Contudo,
analises estatisticas comparativas evidenciaram uma vantagem nos modelos que utili-
zam coeficientes de difusao dependentes da distancia da fonte, especialmente em contex-
tos de estabilidade atmosférica moderadamente instavel. Para o experimento de Prairie
Grass, caracterizado por distancias menores da fonte e um contexto fortemente convec-
tivo, observou-se uma contribuigao mais significativa do modelo de ordem nao-inteira para
o processo de dispersao andémala. No entanto, comparando-se com os modelos de ordem
inteira parametrizados com coeficientes de difusao em funcao da distancia da fonte encon-
trados na literatura, o modelo proposto neste estudo nao apresentou indices estatisticos
melhores. Assim, embora os parametros fracionarios influenciem o processo de dispersao,
sua eficacia nao foi tao marcante quanto a de modelos de ordem inteira, os quais oferecem
uma parametriza¢gao mais consistente fisicamente quando confrontados com dados expe-
rimentais.

Os resultados obtidos para o modelo transiente, com base nos dados experimentais de
Copenhagen, apontam que a utilizacao de parametros fracionarios nos termos transiente
e advectivo da equagao de adveccao-difusao, combinada com a inversao por quadratura
Gaussiana, produziu resultados estatisticamente similares ao modelo de ordem inteira,
especialmente em casos de baixa fracionalidade. No entanto, é relevante destacar uma
tendéncia a superestimacao das concentracoes previstas por esse modelo, possivelmente

associada as parametrizacoes empregadas, visto que os parametros fracionérios exercem
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uma influéncia significativa sobre as concentracoes simuladas, conforme evidenciado pelos
testes de sensibilidade. Ademais, este estudo revelou que o emprego do método de inversao
por quadratura Gaussiana ocasiona um mal condicionamento, evidenciado pela presenca
de oscilagoes nao fisicas no grafico das concentragoes em relagao a distancia da fonte.
Para superar essa limitagao, foi adotado o método de inversao Fixed Talbot, o qual se
mostrou eficaz na resolugao desse problema, proporcionando resultados mais consistentes
e confiaveis. Esta categoria de solugoes possibilita uma analise minuciosa dos parametros
do modelo, expressando-os de maneira clara e direta através de equacgoes matemaéticas.
Em contraste com as solugoes puramente analiticas existentes, a abordagem que combina
técnicas analiticas e numéricas oferece maior flexibilidade, nao estando restrita a padroes
especificos para os perfis de velocidade (u) e coeficiente de difusdo (k). Isso sugere a
capacidade de lidar com perfis que se assemelhem as condigoes reais, conferindo & solugao
uma maior robustez e aplicabilidade.

Por fim, os resultados para o modelo transiente, que incorpora parametros fracionarios
em todos os termos da equagao e utiliza dados experimentais de Copenhagen, apontam
para uma discreta melhoria na descricao do processo de dispersao, sobretudo quando con-
frontados com outros modelos da literatura. As simula¢bes também revelam a influéncia
da parametrizacao e do método de inversao selecionado para o modelo. Foi constatado
que os parametros fracionarios exerceram uma influéncia mais significativa nos indices
estatisticos quando o modelo incorporou um coeficiente de difusao conforme definido pela
Eq. (8.6) e um perfil de vento de poténcia. Quanto ao método de inversao, observou-se
uma melhoria sutil nos indices ao empregar o método de inversao F'T. Assim, os resul-
tados sugerem que os parametros fracionérios estao sujeitos a estabilidade atmosférica e,
portanto, podem ser incorporados em conjunto com uma parametrizacao adequada dos
parametros fisicos, tais como perfis de vento e coeficiente de difusao, com o objetivo de
aprimorar o processo de dispersao de poluentes atmosféricos.

Na anélise da fonte de curta duracao integrada ao modelo transiente, observa-se que em
locais proximos a fonte (z = 500m), os picos de concentragao aumentam a medida que
o periodo de emissao aumenta, convergindo para um estado estacionario quando t, > t.
Além disso, para pontos proximos da fonte, a evolugao temporal das concentragoes é signi-
ficativamente sensivel a variagao dos parametros fracionarios a, 5 e v, com destaque para
os parametros «, 5. Contudo, tomando-se pontos mais distantes da fonte (z = 4000m),
constata-se que tais parametros fracionarios exercem uma influéncia limitada sobre o
tempo de difusao do poluente, resultando para todos os cenarios o mesmo intervalo de
tempo para atingir a concentracao de pico. Portanto, infere-se que os parametros fracio-
narios exercem uma influéncia mais expressiva em locais préoximos a fonte.

Na perspectiva de futuras pesquisas, serd proposto um modelo transiente que integre
derivadas conforméveis em todos os termos, incluindo um coeficiente de difusao vertical
que seja dependente das variaveis espaciais x e z. Adicionalmente, o método a-GILTT
sera aplicado empregando a derivada segundo Caputo. Esta abordagem promete am-

pliar a compreensao dos fendmenos estudados, permitindo uma analise mais abrangente
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e precisa dos processos envolvidos, especialmente no contexto de difusao anémala.
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Apéndice A

Definicoes, Lemas e Teoremas do Calculo Fracionario

Classico

A.0.1 Derivada fracionaria segundo Griinwald-Letnikov

A derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov, foi introduzida por Grunwald (1867) e Let-
nikov (1868). Essa formulagao ¢ de grande importancia em problemas numeéricos e se
baseia na generalizacao da diferenciacao ordinaria de ordem n € N. Além disso, em
dois notaveis trabalhos, Lorenzo e Hartley (HARTLEY; LORENZO, 1998, LORENZO,
2000) utilizam a defini¢do de Grunwald-Letnikov para propor, numericamente, uma in-
terpretagao geométrica da derivada fracionaria. Podlubny (2001) avanga na discussao ao
apresentar uma interpretacao fisica da derivada segundo Griinwald-Letnikov.

A seguir, sera apresentado o processo de obtencao da formula de Griinwald-Letnikov.

Lema A.1. A derivada n-ésima, n € N, de uma fung¢dao f pode ser escrita como

n

X @)= m L kZ:;(—l)k(Z)f(x ~ k) (A1)

A fim de comprovar a validade da Eq. (A.1), o método da inducao foi empregado, par-

tindo da definicio da derivada de ordem inteira. Neste contexto, a equacdo f (z) =

fle+h) - f(x)

}Lir% Y foi utilizada. Ao realizar a mudanca de variavel z = = + h, a ex-
—
/ - —h
pressao torna-se f (z) = }lbirr(l) /) z(z ) Dessa forma, conclui-se que a Eq. (A.1) é
—

valida para n = 1.
Assumindo que a Eq. (A.1) é valida para n = m com m € N, ou seja,

@) = lim ), (7:) flz — k),

dam™ h—0
k=0

demonstrar-se-a4 que a Eq. (A.1) é valida para n = m + 1. De fato,
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dm+1 d dm

drm+1 flz) = @(h:_mf(@
= lim fo (@) = f™ (@ = h)
h—0 h
i 5 ko (DR () — k) — g ST (D () f( — b — kD)
h—0 h

reindexando o segundo somatoério por k — k£ — 1,obtém-se,

A i Dhel DM@ = k) = S ) o k)
drm+1 = jm e
o it (DM + (M) — kR
h—0 hm+1

Considerando (’g) + ( mn ) = (m;l), pode-se escrever,

k—1
T ) = tim 20 D ) e = k)
dxm—i-l h—0 hm+1

Isso significa que a Eq. (A.1) é valida para n = m + 1, o que, por sua vez, implica que a
Eq. (A.1) é valida para qualquer valor de n € N, como pretendido na demonstragao.

Ao generalizar o Lema 1 para qualquer ordem, obtém-se a definicao da derivada fraciona-
ria de Griinwald-Letnikov (CAMARGO; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2015; TEODORO;
OLIVEIRA; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2018; TEODORO; MACHADO; CAPELAS DE
OLIVEIRA, 2019).

Definicao A.1. A derivada fraciondria de Grinwald-Letnikov de ordem o, sendo o € R

de uma funcao f € definida através do limite de uma série, a saber,

C?%f(m) = lim — Z(—l)a <z> f(z — kh) (A.2)

onde D&, f(x) representa a derivada fraciondria de Grinwald-Letnikov de ordem « da

fungao f(x).

A.0.2 Derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville

O trabalho pioneiro que introduziu a ideia que hoje chamamos de derivada de Riemann-
Liouville foi apresentado por Sonin (1869). Para compreendermos a defini¢ao da derivada
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fracionéaria de Riemann-Liouville, é necessario primeiro entender a integral fracionaria,
pois é com base nela que a defini¢ao foi construida.

A integral de ordem n, onde n € N, é obtida através do teorema que envolve a funcao
de Gelfand-Shilov e a transformada de Laplace do produto de convolucao. Para me-
lhor compreensao, apresentaremos a seguir as defini¢oes da fungao de Gelfand-Shilov e a

transformada de Laplace da convolucao.

Definicao A.2. Funcao de Gelfand-Shilov
A funcao de Gelfand-Shilov é definida como seque, para n € N:

L set >0

¢n = (@)’
0, set <0

Propriedade A.1. Transformada de Laplace da convolugao

Sejam f(t) e g(t) duas fungoes com transformadas de Laplace F(s) e G(s), respectiva-
mente, desde que existam. A transformada de Laplace do produto de convolugao f(t)xg(t),
denotada por ZL|[f(t)* g(t)], € igual ao produto das transformadas de Laplace das fung¢oes

f(t) eg(t), ou seja:

ZLf(t)*xg(t)](s) = ZL[[f](s) x ZLg|(s) = F(s) * G(s)

onde o produto de convolucao de Laplace € dado por

F(t) % g(t) = / £(t — T)g(r)drdt = / gt — 1) f(r)drdt

Para obter a integral de ordem n, com n € N, sera aplicado o teorema que envolve a funcao
de Gelfand-Shilov e a transformada de Laplace do produto de convolucao, conforme sera
demonstrado a seguir.

Teorema A.1. Sejamn € N, t € R, e f(t) uma fungdo integrdavel. A integral de ordem

n € dada por:

t— 7))t

P80 = onlt) <10 = [ ot = st = [ pmar s

onde * denota o produto de convolucao de Laplace.
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Demonstragao: Para provar o Teorema A.1, o método da indugao seré aplicado no
parametro n. Iniciando com o caso n = 1, tem-se que:

:/0 f(r)dr :/0 %f{r)df = ¢u(t) * (1)

Assumindo que o Teorema A.1 é valido para n = m, ou seja, J™ f(t) = ¢m(t) * f(t), sera
demonstrada a sua validade para n = m + 1. De fato, pela hipotese de inducao, tem-se:

TR = JLI ()] = J[6n / () f ()t = / / ="t ydrdu

n—l

Aplicando o teorema de Goursat (CAPELAS DE OLIVEIRA, 2005) é possivel mudar a
ordem de integracao, ou seja

JE(t) = /Ot Ut %du} f(r)dr

Calculando a integral entre os colchetes, obtém-se:

J ) — / (t - ;>”f<r>dr=¢n+l<t>*f<t>

Conforme pretendiamos demonstrar.
A partir do Teorema A.1 e da funcao gama, que é uma generalizacao do conceito de

fatorial, a integral de ordem inteira pode ser generalizada para uma integral de ordem

arbitraria, onde n € R

Defini¢ao A.3. Seja f(x) uma fungao integrdvel. Definimos a integral de ordem arbitrd-

ria « € R da funcgao y(z), denotada por J*f(x), através da sequinte expressao:

Jf (@) = bala) * f(z) = / T (A.4)

onde
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F(a):/ t* te~tdt
0

Definicao A.4. Integral de Riemann-Liouville.
Seja f(x) uma fun¢ao continua e p € Ry. Definimos o operador integral de Riemann-

Liouville de ordem p no intervalo [a, b], denotado por J#

a

atuando na funcgao f(x), através

da expressao:

I () = ﬁ / o — P () de (A5)

para a < x < b . No particular caso p =0, definimos J* = I, o operador identidade.

A definigao de derivada de ordem arbitraria, proposta por Riemann-Liouville, é fundamen-
tada no fato de que a derivagao é a operagao inversa da integragao e na lei dos expoentes
(MILLER; ROSS, 1993). Nesse contexto, sao apresentadas as defini¢oes das derivadas de
ordens arbitrarias de Riemann-Liouville em um intervalo finito do eixo real, juntamente
com algumas de suas propriedades em espagos de func¢oes continuas e continuas por par-
tes.

Considerando a Definicao A.4 da Integral de Riemann-Liouville, é apresentada a seguir a

derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville.

Definicao A.5. Derivada de Riemann-Liouville.
Sejam o um nuimero complezo tal que Re(a) > 0 e m o menor inteiro maior que Re(a),
assim m — 1 < Re(a) < m. A derivada fraciondria sequndo Riemann-Liouville de uma

fungao qualquer f é dada por:

am dm [ T
D) = g " F0) = ey | G (A0

Em outras palavras, tem-se que a derivada de Riemann-Liouville de ordem nao inteira é
igual a derivada de ordem inteira de uma integral de ordem nao inteira, onde J é definido
pela Eq. (A.5).
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A.0.3 Derivada fracionaria segundo Caputo

Durante a década de 1960, Caputo apresentou uma revisao da definicao da derivada fra-
cionéria de Riemann-Liouville. Em sua versao, a derivada de ordem arbitraria provém da
integral de ordem arbitraria aplicada a uma derivada de ordem inteira. Por outro lado,
na abordagem de Riemann-Liouville, essa derivada arbitraria resulta da aplicagao da de-
rivada de ordem inteira a uma integral de ordem arbitraria, ou seja, a defini¢ao proposta
por Caputo, corresponde em uma inversao na ordem dos operadores (CAPUTO, 1966).
Posteriormente, em 1969, Caputo utilizou essa formulagao para solucionar um problema
de viscoelasticidade, que consistia em descrever como um material se deforma ao longo
do tempo sob a acao de uma forga aplicada. O modelo levou em consideracao o efeito de
memoria do material (CAPUTO, 1969).

Para muitos autores (CAMARGO; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2015; TEODORO; OLI-
VEIRA; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2018; RODRIGUES; OLIVEIRA, 2015), a formu-
lacao de Caputo é mais adequada em problemas com dependéncia temporal. Isso ocorre
porque, diferentemente da formulacao de Riemann-Liouville, a derivada de uma constante
é nula e pode ser interpretada como uma taxa de variacao. Além disso, a derivada de
Caputo depende das condigoes iniciais dadas nas derivadas usuais da fungao, que sao
fisicamente interpretadas, enquanto na formulagao de Riemann-Liouville, ela depende de
condicoes na integral fracionaria que nao tém uma interpretacao fisica trivial.

A seguir, seré apresentada a defini¢ao da derivada fracionaria segundo Caputo, bem como

suas principais propriedades.

Definicao A.6. Derivada fraciondria sequndo Caputo
Sejam a um nimero complexo tal que Re(a) > 0 e m o menor inteiro maior que Re(a),
assim m — 1 < Re(a) < m. A deriwada fraciondria de Caputo de uma fungao suficiente-

mente bem comportada f € dada por:

i) = IS0 = o | e L e A

I'(m—« drm

Como consequéncia da Definicao A.6, nota-se que a derivada fracionaria de ordem c«,

segundo Caputo, de uma constante é sempre nula. De fato,

1 t
—) / (t — 7)™ 10dr =0
0

DO[ — Jm—Oé Dm — Jm—OCO —
Dee [D™¢] Tim—a
sendo ¢ uma constante e Re(a) > 0.

Observa-se que a derivada de Caputo é mais restritiva que a derivada fracionaria de

Riemann-Liouville, uma vez que para a existéncia da derivada fracionaria de Caputo de
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ordem « de uma fungao f, é necessario que a derivada de ordem m de f seja integravel,

onde m — 1 < Re(a) < m (CAMARGO; CAPELAS DE OLIVEIRA, 2015).

Propriedade A.2. Operador Linear

A derivada fraciondria sequndo Caputo € um operador linear . Assim, temos
D*(af(t) +bg(t)) = aD* f(t) + bDg(t)

onde f e g sao fungoes quaisquer e a e b sao constantes (PODLUBNY, 1999).

Teorema A.2. Transformada de Laplace da Derivada Fraciondria Sequndo Ca-
puto
Sejam Re(a) > 0 e m € N tais que m — 1 < Re(a) < m, entdo a equagio para a

transformada de Laplace da derivada fraciondria de ordem o seqgundo Caputo € dada por

n—1

LLODf(1)} = s"L[f(B)] = D s fP(0)

k=0

sendo f®(0) = lim D*f(t) .

t—0

A.0.4 Critérios para reconhecimento de uma derivada fracionaria

O calculo fracionario tem crescido em popularidade e importancia nas tltimas trés dé-
cadas, em grande parte devido as suas aplicagoes promissoras em diversos campos da
ciéncia e engenharia (SCHERER et al., 2011). Existem diversas formulagoes para a de-
rivada fracionaria (CAPELAS DE OLIVEIRA; MACHADO et al., 2014) e este nimero
tem aumentado (RODRIGUES; OLIVEIRA, 2015). Diante deste cenario, surge a seguinte
questao: Quais critérios um operador deve cumprir para ser considerado uma derivada
fracionaria?

Para esclarecer este questionamento, Ross (2006) apresentou cinco critérios que um ope-
rador precisa cumprir para ser reconhecido como uma derivada fracionaria. Estes critérios

Sa0:

1. A derivada fracionéria de uma funcao analitica é analitica;

2. A derivacao fracionéria, quando a ordem é um inteiro positivo n, n € N, deve
produzir o mesmo resultado da n-ésima derivacao ordinaria e quando a ordem ¢é um
inteiro negativo —n, n € N, deve produzir o mesmo resultado da repeticao n-ésima

da integracao ordinéria;
3. A derivada de ordem zero de uma funcao é a propria fungao;

4. A derivada fracionaria é um operador linear;
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5. A lei dos expoentes DD? f(z) = D*P f(x) é satisfeita para a <0 e 8 < 0.

Ortigueira e Machado reformularam o critério proposto por Ross tendo em vista a necessi-
dade da derivada fracionéria do produto de duas fungoes satisfazer a regra de Leibniz em
sua versao fracionaria (ORTIGUEIRA; MACHADO, 2015). Esse novo critério também é

constituido de cinco propriedades, sao elas:

—_

. A derivada fracionaria é um operador linear;
2. A derivada de ordem zero de uma funcgao é a propria fungao;

3. A derivacao fracionaria, quando a ordem é um inteiro positivo n, n € N, deve
produzir o mesmo resultado da n-ésima derivacao ordinéria e quando a ordem é um
inteiro negativo —n, n € N, deve produzir o mesmo resultado da repeti¢ao n-ésima

da integracao ordinéria;
4. A lei dos expoentes D*D? f(z) = D*P f(x) ¢ satisfeita para a« < 0 e 8 < 0;

5. Vale a generalizacao da regra de Leibniz, a saber, D*(f(z)g(z)) = > ey (Z) DF f(x)D**g(z),
a) o I'(a+1)

sendo (7)) = T(a—k+1)kI"
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Demonstracoes dos Teoremas do Capitulo Seis

Teorema 6.1. Se uma fungao f(t) : [0,00) — R ¢é a-diferenciavel em ¢y > 0, a € (0, 1],

entao f é continua em tg.
Demonstracao:

11—«
Como f(to + etd™®) = f(ty) = Lot D=/l0) - Epiz0:

3

lig(F (o + etd ) — f(to)] = iy L0 =) = SC0)

e—0 g e—0

Fazendo h = etj~®, obtemos

lim[f (to + h) = f(to)] = F ¥ (t).0

o que implica que

li_ff(l)f(to +h) = f(to)

Portanto, f é continua em t.

Teorema 6.2. Sejam « € (0,1] e f, g sdo fungdes a-diferenciaveis em um ponto ¢ > 0.
Entao:

6) Se, além disso, f ¢ diferenciavel, entdo To[f ()] = tl_aﬂd—(tt)

7) T, (fog)(t) = [Tj(t)f(g(t))} [T?g(t)} g(t)*~! supondo que a derivada conformavel
T, (fog)(t) exista.

Visto que os resultados de (1) a (3) sdo uma consequéncia direta da defini¢ao, apenas os
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resultados (4), (5), (6) e (7) serdo demonstrados, pois sdo os mais relevantes.
Demonstracao:
Para provar o resultado (4), seré aplicada a defini¢do 6.1 e sera considerado t > 0, logo:

f(t+et'=)g(t +et'™) = f(H)g(t)

To(fg) = lim

e—0 e
gy LTt et ) — [t + et ) + (gt + et ) — [(Hg(t)
e—0 €
= lim (f(t tet ;) — O s gtla)) + (8 tim g(t + et ;) —g(t)

= T.(f)®) lim g(t + et' =) + f(t)Tal9)(t)-

Dado que g é continua em ¢, pode-se concluir que lg% g(t+et'=*) = g(t), o que finaliza a
demonstragao do resultado (4). O mesmo argumento pode ser aplicado para demonstrar
a parte (5) do teorema.

Para demonstrar a afirmacao (6), a variavel h sera tomada como h = £t!=® na Definicao
6.1 e, em seguida, € = t*1h sera considerado. Dessa forma, tem-se:

T — g LT = T

e—0 g

e+ h) = f(t)
R v

ft+h) - f(#)
h

= t17*lim
h—0
df

= T ==(t).
)

Por fim, para comprovar a propriedade (7), a defini¢ao 6.1 sera aplicada como segue:

T2 (f(g(t))) = lim flg(t +et'™)) — flg(t) B.1)

e—0 £
Ao aplicar a mudanca de variaveis w = t + et!7%, nota-se que € = (w — t)t'7% e, como

resultado, o limite descrito na Eq. (B.1) pode ser reescrito como:

T(f(g(t) = tim LW = J90) 1o

w—t (w — t)

— = Jlim f(g(w)) - f(g(t)) « lim Mtl—a
w—t g(w) - g(t) w—t (U} _ t)
o S9) = Flgt) g0 gl et ) — g()
wot  g(w) —g(t)  gt)*t =0 -

Considerando que as fungbes f e g sao continuas devido a sua a-diferenciabilidade, Au

a—1

pode ser considerado como (g(w) — g(t))g(t) Dessa forma, a expressao g(w) =
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Aug(t)*~! + g(t) pode ser derivada, o que permite concluir que:

flg() g(t)*~

gt +et'™) — g(t)

T, (f(g(t) = },}Lnt g ; o0 g x lim -
= gt x Jim flg(t )+Aug(A)u “) — fle) im g(Hgtl;) o)

= [Ty flg@)] [Ty g(t)] g(t)*"

conforme pretendia-se demonstrar.

Teorema 6.3. Sejam x = z'(t) e y = v/ (t) funcdes diferenciaveis em t, e seja z = f(z,v)

diferenciavel em (z'(t),y (t)). Entdo, z = f(x'(t),y (t)) ¢ diferenciavel em ¢ e

_ e, (1) + 8—T”y’(t) (B.2)

T2(t) = By

Demonstragao: A demonstragao da Eq. (B.2) pode ser obtida a partir da premissa de

que a fungao z(t) = f(x (t),y (t)) é diferenciavel no sentido convencional, e da validade
da relagao dada pela Eq. (6.3). Neste contexto, tem-se

T, 2(t) = tl—a%
_ - (8zd:c 8zdy>
Or dt  Oydx
- (%) -5 ()]
ox
8f o f_a '
= (99(: (t)+8_y (1)

conforme pretendia-se demonstrar.

Teorema 6.4. Teorema de Rolle para funcgoes diferenciaveis fracionarias con-
formaveis

Sejaa >0e f:[a,b] - R uma fungao dada que satisfaz:

(i) f ¢ continua em [a, b],

(ii) f é a-diferenciavel para alguma a € (0, 1),

(i) f(a) = £(0). B

Entao, existe ¢ € (a,b), tal que T\, f(c) =

Demonstragao:

A condigao (ii) implica que f ¢ diferenciavel em |a, b para algum « no intervalo |0, 1].
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Isso significa que (@ (t), existe para todo t em ]a, b[, e é dada por f(*)(t) = t'=2f'(t).
De acordo com o teorema cléassico de Rolle, como f é continua em [a,b] ¢ f(a) = f(b),
existe pelo menos um ponto ¢ em Ja,b[ no qual f'(¢) = 0. Substituindo f’(¢) = 0 em
f@(t), obtém-se f(¥(c) = c'=@f'(c) = 0, conforme pretendia-se demonstrar.

Teorema 6.5. Teorema do Valor Médio para Funcoes Diferenciaveis Fracionais
Conformaveis.

Sejaa >0e f:[a,b] —» R uma fungao dada que satisfaz:

(i) f é continua em [a, b].

(ii) f é a-diferenciavel para algum c € (0, 1).
Entdo, existe ¢ € (a,b), tal que f*(c) = L&

Demonstragao:

Considere a fungao auxiliar

4(z) = f(z) — f(a) - O = J1) (1 oo laa)

Lpo — Lga \ o «Q
(07 o

Nesse contexto, observe que a fun¢ao g atende as condigoes do teorema de Rolle, ou seja,
g(a) = g(b) = 0 e g é continua em [a, b], o que implica a existéncia de um ¢ € (a,b) tal

que T, (g(c)) = 0. Dessa forma, ao calcular T, (g(c)), obtém-se T, (f(x)) = %,
como pretendido na demonstracao. vt
Teorema 6.6. Se f ¢é diferenciavel e a = 0, entao a seguinte propriedade é valida:

ST, f(t) = f(t) = f(0) (B.3)

Demonstragao:

rEn) = [ e
= [entes @

- /0 £ (€)de
£(t) — £(0)
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como pretendido na demonstracao.
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